ALGEBRA

. Neka su a,b,c > 0. Dokazi da vrjedi:

a b c
2a+b + 2b+c + 2¢c+a S L.

Odredi sva rjesenja sustava za realne x,y, z > 0:
x + y + Z = 2010
st ti=60

Odredi rjesenja jednadzbe u skupu realnih brojeva: (z + 1)° + (z + D)*(x — 1) + (z +
13z —124+ (2 +1)%*(x -1+ (z+ Dz —1)*+ (- 1)° = 0.
Za pozitivne realne brojeve aq, as, ..., a, odredi najmanju vrijednost izraza:

ai1-a2-...-an
(14a1)(a1+az)...(an—1+an)(ar+27+1)

Neka su a, b, c > 1 realni brojevi takvi da je a 4+ b + ¢ = 2abc. Dokazi da je
(a+b+c)i > (ab—1)5 + (be — 1)5 + (ca — 1)3

6. Izracunaj: 1° + 2° + ... + 20°.

GEOMETRIJA

1. Dokazi da je (sin 38)~1 = (sin 269°)~1 4 (sin 24) !

2. Promatrajmo trokut XY Z i tocku O u njegovoj unutrasnjosti. Neka su tocke A; B; C; D; E; F

takve da je A,B € XY,C,D € YZ,E,F € ZX te da pravei AD, BE,CF prolaze
kroz tocku O i paralelni su sa stranicama ZX,Y Z, XY redom. Ako su duljine duzina
OA,OB,0C,0D,OF, OF prirodni brojevi, dokazi da je njihov umnozak potpun kvadrat.

Dan je trapez ABCD u ojemu je pravac BC paralelan s AD. Pretpostavimo da se
simetrale kutova Z/BAD i ZCDA sijeku na simetrali sduzine BC. Dokazi da je tada
|AB| = |CD| ili |AB|+ |CD| = |AD|.

Neka je ABC takav da je |AB| = |AC|. Neka su X i Y tocke na stranicama BC i AC
takve da je X Y||_AB . Oznac¢imo s D srediste opisane kruznice trokuta C XY te neka je
E poloviste od BY . Dokazi da je ZAED = 90°.

Vlatko ima kutiju s m ne nuzno jednakih Sibica. Pomoc¢u njih konstruira neki cikli¢ni
n-terokut. Vlatko zatim konstruira i druge ciklicne n-terokute pomocu tih sibica. Dokazi
da svi takvi n-terokuti imaju jednaku povrsinu.

(i) U kvadratu povrsine 1 nalazi se nekoliko mnogokuta ¢iji je zbroj povrsina veéi od 1.
Dokazi da postoji tocka sadrzana u bar dva mnogokuta.

(i) Neka je S mnogokut (ne nuzno konveksan) s povrsinom ve¢om od n, gdje je n prirodan
broj. Dokazite da je moguce translatirati S tako da pokriva bar n + 1 cjelobrojnu tocku.

TEORIJA BROJEVA

1.

Odredi prirodne a, b, c takve da su korjeni jednadzbi takoder prirodni:
2?2 —2axr +b=0
22 —2bx+c=0
2?2 — 2cx +a = 0.

Postoji li prirodan broj veéi od 1 takav da je potencija broja 2 te da drugacijim razmjestanjem
njegovih znamenaka dobijemo potenciju broja 37
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8.

Odredi sve proste brojeve p takve da su 2p + 1 i 4p + 1 prosti.
Odredi sve realne brojeve 0 < x,y < 1 takve da su x + 3y i y + 3z cijeli brojevi.
Postoji li prirodan broj n takav da je suma njegovih djelitelja jednaka 20117

Neka je a € N takav da se broj 3a moZe prikazati u obliku 22 + 2y?. Dokazite da se tada
i a moze prikazati u tom obliku.

Dokazite da ne postoje cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi
23+ = Ay + o+ 1)

Dokazi da jednadzba 23 +33+ 22 +w?® = 2008 ima beskona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja.

KOMBINATORIKA

1.

beskonacan niz brojeva 0,1,2,2,1, —1... zadovoljava sljedece svojstvo: iza bilo koja tri
uzastopna broja a, b, ¢ dolazi broj koji je jednak ¢ — min{a, b}. Izracunaj stoti ¢lan niza.

Veronika i Borna igraju igru. Na pocetku je 2010 nov¢i¢a naslagano na jednoj hrpi.
Veronika, a zatim Borna, jedno za drugim naizmjeni¢no rade sljedec¢i korak: odabiru
jednu ili vige hrpa novéi¢a i dijele ju na dva manja dijala (nije dozvoljeno uzeti hrpu
s jednim nové¢i¢em). Gubitnik je onaj tko viSe ne mozze napraviti potez. Dokazi da
Veronika ima pobjednicku strategiju.

U tvrtki je zaposleno 16 osoba, s time da svaka osoba podnosi tocno 8 ostalih. Dokazi da
postoje dvije osobe koje podnose jedna drugu.

Svi prirodni brojevi obojani su ili u zeleno ili u crveno tako da su zadovoljeni sljedeci
uvjeti:

(i) postoji beskonacno mnogo zelenih i beskonaéno mnogo crvenih brojeva

(ii) suma svaka tri (ne nuzno razlicita) crvena broja je crvena

(iii) suma svaka tri (ne nuzno razli¢ita) zelena broja je zelena.

Nadi sva takva bojanja.

Vlatka nosi sve svoje kljuceve na jednom velikom kolutu. Pomalo neobic¢no, svi kljucevi su
potpuno jednaki i simetri¢ni, ali svaki otvara druga vrata. Kako bi mogla zapamtiti koji
kljuc¢ otvara koja vrata ¢ak i nakon okretanja koluta i nekih klju¢eva na njemu, Vlatka
je odlucila neke od klju¢eva obojati. U ovisnosti o broju kljuc¢eva odredite najmanji broj
boja potrebnih da bi u svakom trenutku sa sigurnos¢u mogla raspoznavati kljuceve.

Na ploci su napisani prirodni brojevi 1,2,...,2011. Dozvoljeno je odabrati nekoliko bro-
jeva, zapisati na plocu ostatak koji daje njihov zbroj pri dijeljenju s 11, a zatim obrisati
te brojeve. Nakon nekog broja koraka, na plo¢i ostanu samo dva broja, a jedan od njih
je 1000. Koji je drugi?

Tvrtko ima $pil od n karata, oznacenih brojevima 1,...,n. U svakom koraku, Tvrtko
pogleda kartu koja se nalazi na vrhu sSpila. Ako je k broj kojim je oznacena ta karta,
Tvrtko uzima gornjih £ karata i okre¢e im poredak. Dokazite da ¢e nakon konacnog
broja koraka na vrh do¢i karta oznacena brojem 1.



8. Eva i Domagoj igraju sljede¢u igru: na raspolaganju su 22 karte oznacene brojevima od 1
do 22. Eva izabere jednu od njih i polozi je na stol. Domagoj zatim izabere i polozi jednu
od preostalih karata na stol uz kartu koju je Eva polozila, tako da suma brojeva na te
dvije karte bude kvadrat prirodnog broja. Eva zatim polaze jednu od preostalih karata na
stol tako da suma brojeva na zadnje svije polozene karte bude kvadrat prirodnog broja,
itd. Igra zvrsava kada su sve karte odigrane ili vise nijedna karta ne moze biti polozena
na stol. Pobjednik je onaj koji je zadnji polozio kartu. Ima li Eva pobjednicku strategiju?

BOZICNI ZADATAK

Neka je {x} =« — |z razlomljeni dio broja x, npr. {1.23} = 0.23, {3} =0, {-0.4} = 0.6.
Neka je « iracionalan broj.

1. Neka je N prirodan broj. Promatrajte brojeve oblika na, gdje je n = 1,2,..., N.
Dokaziite da postoje bar dva broja medu njima ¢iji se razlomljeni dijelovi razlikuju za
manje od ﬁ

2. Neka je a < b. Dokazite da interval (a,b) sadrzii bar jedan broj oblika na + m, za neke
cijele brojeve m, n.

3. Dokazite da postoji prirodan broj N takav da broj 2000 u dekadskom prikazu po¢inje
nizom znamenaka 20112012.

4. Neka je a < b. Dokaziite da interval (a, b) sadrzi beskonacno mnogo brojeva oblika na+m
(gdje sum i n cijeli brojevi).



