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Uvod/teorijske osnove

Neka je f polinom s n varijabli i cjelobrojnim koeficjentima. Jednadzba oblika f(z1,z2,...,z,) = 0 ¢ja su
rjeSenja cijeli brojevi naziva se diofantska jednadzba.

Jednadzbe takve vrste razmatrao je ve¢ starogréki matematicar Diofant (Diofant iz Aleksandrije, oko 250.god)
i u njemu u Cast su ove jednadzbe i dobile ime.

Najjednostavnije takve jednadZzbe su linearne jednadzbe oblika
a1x1 +agxo + ... +apxy, =mMm

gdje sum, ay,a9,...,an € Z,n € N
Npr. u linearne diofantske jednadzbe spadaju jednadzbe 6x +2y =4 , 15z +y — 22 =16...

Postoje i nelinearne diofantske jednadzbe (npr. zy + 22 + y = 4,22 + 2y = 129283129) te za njihovo rjeSavanje
postiji niz metoda poput:

metoda faktorizacije

metoda kvocijenta

metoda posljednje znamenke
metoda kongruencija
metoda nejednakosti

Linearne diofantske jednadzbe s dvije nepoznanice

Primjer 1. Rjesimo homogenu diofantsku jednadzbu 3z + 5y = 0

Rjesenje. Izrazimo jednu nepoznanicu pomoéu druge:

5
T=—C
3Y
Bududéi da je z cijeli broj, y mora biti djeljiv s 3, tj. y je oblika y = 3t gdje je t neki cijeli broj. Iz toga dobivamo
da je x = —5t. Dobili smo da su rjeSenja pocetne jednadzbe svi uredeni parovi (—5t,3t), t € Z.
Teorem 1.

a) Diofantska jednadzba ax + by = ¢ gdje su a,b,c € Z,a # 0,b # 0 ima cjelobrojna rieSenja ako i samo ako
M(a,b) dijeli c.

b) Ako su xg,yo rjesenja te jednadzbe onda su su sva rjeSenja oblika x = xg + %t,y =yo — gt, t € Z te je
d= M(a,b).

Rjesenje (x0,y0) naziva se partikularno rjesenje diofantske te je opée rjeSenje zbroj partikularnih rjeSenja i
rjesenja homogene jednadzbe ax + by = 0



Primjer 2. Rijesimo diofantsku jednadzbu 3x + 5y = 8

Rjesenje. PokuSajmo naéi neki par (xq,yo) koji zadovoljava jednadzbu. Lako uo¢imo da je to ureden par (1, 1)
Sto nam je zapravo partikularno rjeSenje nase diofantske jednadzbe.Promatrajmo sada homogenu jednadzbu
3x + 5y = 0. Iz prethodnog primjera znamo da su rjeSenja te jednadzbe svi uredeni parovi (—5t,3t), gdje je
t € Z. 1z Teorema 1. zaklju¢ujemo da su rjesSenja opée jednadzbe parovi (1 — 5¢,1 4 3t), t € Z.

Nelinearne diofantske jednadzbe

U ovom poglavlju bavit ¢emo se nelinearnim diofantskim jednadzbama. Univerzalna metoda rjeSavanja tih
jednadzzbi ne postoji, ali zato postoji niz metoda kojima rjeSavamo neke specijalne tipove nelinearnih diofantskih
jednadzbi.

Metoda faktorizacije
Primjer 3. Rijesimo diofantsku jednadzbu xy +x —3y—6=10

Rjesenje. Rastavimo lijevu stranu na faktore:
(zy+2)+ (-3y—3)—3=0
z(y+1)—3y+1)=3
(y+1)(x—3)=3

Dakle, produkt cjelobrojnih izraza y + 1 i x — 3 jednak je 3, a to je moguée samo u sluc¢ajevima koji su dani u
tablici:

x3 |[1]-1]3[-3
yil |33 [1]-1

Iz tablice zaklju¢ujemo koje vrijednosti poprimaju x i y.

x[4[2]6[0
vy|(2[-4]0]-2

Metoda kvocijenta
Primjer 4. Rijesimo diofantsku jednadzbu xy + 2y = x

Rjesenje. Izrazimo jedno nepoznanicu preko druge, npr. y preko x.

2—-2 2
x xr + 1

y:x+2: r+2 _x+2

Posto je y € Z slijedi da je i izraz

2

9 € Z a to vrijedi samo ako je xz + 2 djelitelj broja 2, tj. =z + 2 €
z

{1,-1,2,—2}. Otuda dobivamo da je z € {—1,—3,0,—4}. Kada uvrstimo dobivene vrijednosti za = dobijemo

odgovarajuce vrijednosti y € {—1, 3,0, 2}.
Metoda posljednje znamenke

Primjer 5. Rijesimo diofantsku jednadzbu z + 5y = 13971834641769123

Rjesenje. Buduéi da kvadrat cijelog broja zavrSava sa znamenkom 0, 1,4, 5,6, ili 9,a broj 5y sa znamenkom 0 ili
5, slijedi da zbroj na lijevoj strani zavrsava s 0,1,4,5,6, ili 9, a nikako s 3. Dakle, zadana diofantska jednadzba
nema rjesenja.



Metoda kongruencija
Primjer 6. Rijesimo diofantsku jednadzbu x? — 4y = 1995

Rjesenje. Bududi da je 1995 neparni broj, a 4y parni, tada je 2% neparan, tj.  je neparan. MoZemo ga pisati
u obliku z = 2k — 1, k € Z. Uvrstimo li to u pocetnu jednadzbu dobivamo:

(2k —1)* — 4y = 1995

4(k* + k —y) = 1994
Uoc¢imo da je lijeva strana djeljiva s 4 dok desna strana nije, pa zaklju¢ujemo pocetna jednadzba nema rjeSenja.
Metoda nejednakosti
Primjer 7. U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu a + b+ c = abe .

Rjesenje. Bez smanjenja opcenitosti neka je a < b < c.Tada je abc = a + b+ ¢ < 3¢, odnosno ab < 3, pa
razlikujemo tri slucaja:

l.a=1,b=1;
2. a=1,b=2;
3.a=1,b=3;

Uvrstavajuéi te vrijednosti u pocetnu jednadzbu u 1l.slu¢aju dobijemo kontradikciju (2 = 0), u 2.slucaj daje
¢ = 3,a 3. daje ¢ = 2 §to je pak kontradikcija s b < ¢. Dakle, jedino rjeSenje je (1,2, 3).

Zadatci i rjeSenja

Zadatak 1.
Za prijevoz neke robe raspolazemo vre¢ama od 40 kg i 60 kg. Koliko treba uzeti jednih, a koliko drugih da se
prenese 500 kg robe?

Neka je z broj vreca od 40kg, a y broj vreca od 60 kg. Imamo jednadzbu 40z + 60y = 500,tj. x = =~ =

je prirodan broj pa y mora biti neparan, tj. za 1,3,5 ili 7, dobijemo vrijednosti za x redom 11,8, 5, 2.

Rjesenje.
SO0 .
500—60y __ 2 2v5y7 ato

Zadatak 2.
Nadite sve prirodne brojeve n i proste brojeve p za koje vrijedi n® + 7n? + 14n + 8 = 6p .

Rjesenje.

Rjesenje: Uocimo da je

nd+7xn?+14n+8=n>+n?+6n>+6n+8n+38

=n?(n+1)+6n(n+1)+8(n+1)

= (n+1)(n*+6n+38)

= (n+1)(n? 4 2n+4n + 8)

=Mm+1(nn+2)+4(n+2)

=n+1)n+2)(n+4)

Tada je 6p = 1-2-3-p potpun rastav broja 6p. Kako jen+4 > n+2 > n+1 > ltoslijedidajen+1=2n+2=3n+4=p
jedino moguce rjesenje pa dobivamo da jen =11ip=5.

Zadatak 3.
Nadite sva cjelobrojna rjessenja jednadzbe 3zy + 2y =7 .



Rjesenje.

Jednadzbu zapiSemo u obliku y(3z + 2) = 7 pa kako su y i 3z + 2 cijeli brojevi, imamo slijede¢e moguénosti:
lLy=13x4+2=7 = xz%,yzl

2.y=—1,3x4+2=-7 = z=-3y = —

B.y="73r+2=1 = x:—%,yz’?

4 y=-"73c4+2=-1 = z=-1,y=—-7

Slijedi da imamo dva rjeSenja (—3,—1) 1 (=1, —=7)

Zadatak 4.
Pokazite da jednadzba (x — y)® + (y — 2)% + (2 — 2)® = 35 nema cjelobrojnih rjesenja.

Rjeéenje
(=9’ +y—2)"+(—2)°=@y+y)le -y’ - (-y)(y—2)+ -2 (z—2)°

=(z—2)[(z — y)2 (z—y)y—2)+ @y —2)°—(z—x)?
=@—-2)[z-—y-y-—y+2)+y—z)(y—2z+z)]
= (z—2)(z —y)(32 — 3y)
=3(x—2)(z —y)(z —v),

pa slijedi da je lijeva strana jednadzbe djeljiva s 3. Kako 35 nije djeljivo s 3, jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.

Zadatak 5.
Nadite sve prirodne brojeve n za koje n + 2 dijeli n* + 2.

Rjesenje.
4
Treba naci prirodne brojeve tako da je 7:1:22

n*4+2 _ n*4on®—2n3—4n?44n?48n—8n—164+16+2

cijeli broj.

n+2 n+2
n3(n+2)—2n2(n+2)+4n(n+2)—8(n+2)+18
n+2
_ (n+2) (n3 —2n2 +4n—8)+18
- n-+2

=n®—2n% +4n — +n+2
Nuzno je i dovoljno da je =% prirodan broj. Kako je n + 2 > 2, slijedi da je n € 3,6,9,18, odnosno n € 1,4, 7, 16.

Zadatak 6.
Koliko rjesenja u skupu cijelih brojeva ima jednadzba 3% — 2¥ = 57

Rjesenje.

1z 3* =5+2Y > 5slijedidajex > 2,pajeonda2’ =3"—5>32—5 =4 povlacidajeiy > 2. Zay=2iz3* =5+2°=9
slijedi © = 2. Za y > 2 je 2¥ djeljivo s 8, pajeb+2Y =5 (mod 8). Pogledajmo sada koje ostatke pri dijeljenju s 8 daje
3”. Razlikujemo dva slucaja, kada je x paran,odnosno neparan:

1. =2k = 3°=3"%=9"=1* =1 (mod 8);
2. x=2k+1 = 3°=3*%"=3.9F=3.1F =3 (mod 8).

Slijedi da 3" = 5+ 2 pri dijeljenju s 8 ne moze dati ostatak 5 pa stoga za y > 2 nema rjeSenja. Jedino rjeSenje je z = 2,
y = 2.

Zadatak 7.
Postoje li cijeli brojevi m i n koji zadovoljavaju jednadzbu n* 4+ 16m = 7993 ?

Rjesenje.
Ako bi n bio paran broj tada bi lijeva strana jednadzbe takoder bila parna, a kako je 7993 neparan, to ne bismo imali
rjeSenja. Stoga je, ako rjeSenje postoji, nuzno n = 2k + 1 za neki cijeli broj k. Uvrstimo li taj izraz u nasu jednadzbu
dobivamo

(2k 4+ 1)* + 16m = 7993

(4K> + 4k 4 1)* 4 16m = 7993

16k + 16k + 1 + 32k> + 8k + 8k + 16m = 7993
8(2k" + 2k% + 1+ 4k” + k* + k) + 16m = 7992
2(k* + 2K° + k> + m) + k(k + 1) = 999.

Bududi da je produkt dva uzastopna cijela broja uvijek djeljiv s 2 (dakle 2 dijeli k(k + 1)), to slijedi da je cijela lijeva
strana u zadnjoj jednakosti parna. Kako je 999 neparan, znaci da jednadzba nema cjelobrojnih rjeSenja.



Zadatak 8.
Rijesimo diofantsku jednadzbu 3% + 4* = 5%, gdje je x realan broj.

Rjesenje.
Ocito je x = 2 jedno rjeSenje ove jednadzbe. Dijeljenjem zadane jednadzbe s 5 dobivamo

&) (-

Zaxz<2je ()" +(2)" > (2)+ (2’ =1 azax>2vrijedi (2)"+ (3)" < ()" + (2)* =1, te osim = = 2 jednadzba

5 5

nema drugih rjeSenja.

Zadatak 9.
Nadite cjelobrojna rjefenja jednadzbe 5% + y* = 194482

Rjesenje.

Ako je z < 0 tada 5% nije cijeli broj, a kako y* i 194482 to jesu, slijedi da u ovom slu¢aju nema rjeSenja.

Ako je z = 0 onda je y* = 194481, §to povlaci da je y = 21.

Ako je z > 0 tada 5% zavrSava znamenkom 5, pa buduéi da y* nuzno zavrsava nekom od znamenaka 0,1, 5,6 pa slijedi
da 5% 4+ y* mora zavriavati nekom od znamenaka 5, 6,0, 1.Kako 194482 zavrava znamenkom 2 slijedi da u ovom slucaju
nema rjesenja.

Dakle, jedino rjesenje je x = 0, y = 21.



