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Potrebno predznanje za ovo predavanje su osnove prebrojavanja. Trebate znati Sto su to permutacije i kombi-
nacije, kada se koriste i na koji na¢in. Za viSe o tim pojmovima pogledajte predavanje Kombinatorika-uvod.

Uvod /teorijske osnove

Ponekad je kombinatornim argumentom lakse dokazati neku jednakost. Dokazivanje kombinatornim argumen-
tom u ovom slucaju zna¢i naé¢i kombinatornu interpretaciju za lijevu i desnu stranu jednakosti. Zatim treba
utvrditi da smo na ta dva nacina prebrojavali istu stvar, iz ¢ega zaklju¢ujemo da vrijedi zadana jednakost.

Zadatak 1.
Kombinatornim argumentom dokazite

n\ n

k) \n—k)
Rjesenje zadatka 1. Pretpostavimo da imamo n-¢lani skup i biramo k-¢lani podskup. Lijeva strana jednakosti
oznacava broj nacina na koji mozemo izabrati taj podskup, a desna strana jednakosti oznacava broj nacina
na koji mozemo odabrati komplement nekog k-¢lanog podskupa. Kako za svaki podskup postoji jedinstveni

komplement, tada su i ova dva broja jednaka. Odnosno, odabirom komplementa na jedinstven nacéin smo
odabrali i k-¢lani podskup.

Zadatak 2.
Kombinatornim argumentom dokazite:

Rjesenje.
Odredite broj svih podskupova n-¢lanog skupa.

Zadatak 3.

. . siloo(n n _ (n+1
Kombinatornim argumentom dokazite: (k) + (1%1) = ( X )
RjeSenje.

Izdvojite poseban element i rastavite na slucajeve.
Zadatak 4.

Kombinatornim argumentom dokazite:
n m\ (n n—r
m r)  \r m-—r)
RjesSenje.

Npr. na koliko nac¢ina mozemo odabrati m — r ucenika koji treniraju samo kosarku i r ucenika koji treniraju i koSarku i
nogomet u skoli koju pohada n ucenika?



Zadatak 5.
Kombinatornim argumentom dokazite:

— k r—k r
Rjesenje.

Rastavite m + n-¢lani skup na dva disjnuktna skupa, m-¢lani i n-¢lani podskup.

Zadatak 6.
Kombinatornim argumentom dokazite:

Rjesenje.
Biranje podskupa i izdvojenog elementa. Npr. biramo neku ekipu i njenog vodu.

Zadatak 7.
Kombinatornim argumentom dokazite:

n (r) (n + 1)
;k k k+1
Rjesenje.

Biramo k + 1-¢lani podskup n-¢lanog skupa tako da prvo odaberemo najveéi element a zatim ostalih n

Zadatak 8.
Kombinatornim argumentom dokazite:

Rjesenje.
Npr. biramo 7 ¢lani podskup ljudi koji vole slikati i k-clani podkup ljudi koji vole i ¢itati i slikati.

Zadatak 9.
Kombinatornim argumentom dokazite:

Rjesenje.
Biramo n + 1-¢lani podskup, s tim da prvo biramo najveéi element tog podskupa.

Zadatak 10.
Kombinatornim argumentom dokazite:

Rjesenje.
Podijelite 2n ¢lani skup na dva disjunktna n-¢lana skupa.



Zadatak 11.
Kombinatornim argumentom dokazite:

RjesSenje.
Podijelite 2n-¢lani skup na dva disjunktna n-¢lana podskupa i zatim birajte 2-¢lani podskup.

Zadatak 12.
Kombinatornim argumentom dokazite:

Pt k m—k m
Rjesenje.

Biramo m-¢lani podskup n ¢lanog skupa, npr. m ucenika koji ¢e i¢i na natjecanje iz matematike, a neki od tih m ucenika
i¢i ¢e i na natjecanje iz informatike. Na koliko na¢ina mozemo odabrati takvu grupu?

Rjesenje zadatka 2. Lijeva strana oznacava broj na¢ina na koji mozemo odabrati 0-¢lani, 1-¢lani,...n-¢lani pod-
skup n-¢lanog skupa, tj. broj podskupova n-lanog skupa. Probajmo sad odrediti broj podskupova tog skupa.
Za svaki element mozemo odabrati hodée li ili neée biti u podskupu, tj. za svaki element imamo 2 izbora pa je
to ukupno 2" izbora.

Rjesenje zadatka 3. Desna strana je broj k-¢lanih podskupova n + 1-¢lanog skupa. Za lijevu stranu jednakosti
izdvojimo jedan element a iz tog n + 1 ¢lanog skupu. Imamo (Z) podskupova kojima a nije element i (kfl)

takvih podskupova ako a je element. To je ukupno (Z)—&—(kﬁl), §to je i trebalo dokazati.

Rjesenje zadatka 4. Zamislimo ovakvu situaciju. Od n ucenika biramo m — r njih koji ¢e i¢i samo na natjecanje
iz matematike i r koji ée i¢i na natjecanja i iz matematike i iz fizike. Lijevu stranu jednakosti dobijemo tako
da prvo odaberemo m ucenika koji ¢e i¢i na ta natjecanja, a onda od tih m odaberemo njih r koji ée iéi na
oba natjecanja. Desnu stranu jednakosti dobijemo tako da prvo od m ucenika odaberemo njih r koji idu na
oba natjecanja, a zatim odaberemo od preostalih n — r ucenika njih m — r koji idu samo na natjecanje iz
matematike.

Rjesenje zadatka 5. Pretpostavimo da imamo m Zena i n musSkaraca i od njih izabiremo grupu od r ljudi. To
J ] p ] grup J
mozemo na (mj”) nac¢ina. MoZzemo ih birati i ovako: odaberemo k Zena na (7:) nacina i r — k muskaraca na
(Tf k) na¢ina. Sumiranjem po k dobijemo izbor svih r ¢lanih grupa.

Rjesenje zadatka 6. Pretpostavimo da od n ljudi odabiremo njih nekoliko koji ¢e i¢i na planinarenje i odabiremo
organizatora izleta. Ako prvo odaberemo organizatora (to moZemo na n nacina) i zatim nekoliko ljudi koji jos
idu na planinarenje( zapravo biramo podskup preostalih n — 1 ljudi, §to moZemo na 2"~! nacina), dobijemo
n - 2771 &to je desna strana jednakosti. MoZemo prvo i odabrati sve ljude koji idu na planinarenje pa zatim
medu njima odabrati organizatora. Ako Zelimo da ¢ ljudi ide na izlet (to odabiremo na (?) nac¢ina), trazeni
odabir ljudi moZemo dobiti na 7 - (7;) nacina, tj. rastavili smo problem na slucajeve ovisno o veliine grupe pa
sumiranjem po ¢ dobijemo broj odabira svih takvih grupa ljudi, a dobijemo i lijevu stranu trazene jednakosti.

Rjesenje zadatka 7. Desnu stranu jednakosti je broj izbora k + 1-¢lanog podskupa n + 1-¢lanog skupa, npr.
skupa prvih n + 1 prirodnih brojeva. MoZemo prvo odabrati najveéi element k + 1 ¢lanog podskupa, a zatim
izabrati preostalih k elementa. Npr. ako je r+1 najveéi element naseg podskupa, preostalih k elementa mozemo

odabrati na (Z) nacina. Ako to napravimo za svaki r, ukupan broj nacina bude upravo lijeva strana jednakosti.



Rjesenje zadatka 8. Izmedu n ljudi biramo njih r koji vole slikati i k£ koji vole i slikati i ¢itati. Mozemo prvo
odabrati k£ ljudi koji vole oboje na (Z) koji vole oboje, a zatim od preostalih n — k ljudi biramo njih nekoliko
koji vole samo slikati (biramo neki podskup n — k-¢lanog skupa) i to mozemo na 2"~* nacina, tj. sve ukupno
na (Z) 2"~k pa¢ina. To je upravo desna strana jednakosti. MoZemo prvo odabrati r ljudi koji vole slikati, a
zatim izmedu njih odabrati jos njih & koji vole i ¢itati. To moZemo na (Z) . (Z) To moZemo napraviti za svaki
r, tj. ukupan broj nacina trazenih odabira je upravo izraz na lijevoj strani.

Rjesenje zadatka 9. 1z prvog zadatka znamo da je ("+;+T) = (”:ﬂ'r) Desnu stranu tada moZzemo interpretirati
kao broj nacina na koji mozemo od prvih n+ 147 prirodnih brojeva odabrati njih n+1. n+ 1 podskup moZemo
odabrati i tako da odaberemo najveéi element, npr n+4+ 1 i zatim od prvih n+¢ brojeva odaberemo preostalih
n, za svaki ¢ , to je ukupno (":L”) nacina. Sumiranjem po ¢ dobijemo ukupan broj na¢ina odabira traZenog
podskupa i lijevu stranu jednakosti.

Rjesenje zadatka 10. Pretpostavimo da imamo 2n ljudi, n muskaraca i n Zena i izmedu njih odabiremo grupu
od n ljudi. To moZemo napraviti na (2:) nacina, S§to je upravo lijeva strana jednakosti. Desnu stranu jednakosti
(prema 1) moZemo napisati kao >_;_o (%) (,,” ) n-¢lanu grupu ljudi moZemo odabrati k muskaraca i n— k Zena

na (Z) . (nf k) Ukupan broj nac¢ina odabira trazene grupe ljudi je upravo kad sumiramo sve ovako izraze, tj.

upravo lijeva strana jednakosti koju smo trebali dokazati.

2) nacina, $to je
upravo lijeva strana jednakosti. Podijelimo sada ¢lanove na 2 n-¢lane skupine. Tada, ako je po jedan voditelj
iz svake skupine imamo n? moguéih izbora. Ako su oba voditelja iz iste skupine, onda ih mozemo odabrati na
2. (g) nac¢ina(na 2 naina mozemo odabrati iz koje su skupine voditelji, a zatim na (g) nac¢ina biramo roditelje).
Ukupno, voditelje moZemo odabrati na n? + 2 - (Z) nacina, a to je upravo desna strana jednakosti.

Rjesenje zadatka 11. Izmedu 2n-Clane udruge biramo 2 voditelja. To moZzemo napraviti na (2”

Rjesenje zadatka 12. Pretpostavimo da imamo n ljudi u glazbenoj 8koli i Zelimo odabrati m ljudi koji ¢e svirati
i nekoliko njih koji ¢e i pjevati i svirati. Ako prvo odaberemo njih k koji ¢e pjevati i svirati (to moZemo na

(1) nacina), a zatim od preostalih n — k ljudi njih m — k koji ¢e samo svirati (to moZemo na (::_’;;)), tj. na

() ()



