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Uvod/teorijske osnove

Ovo predavanje podrazumijeva poznavanje osnovnih pojmova i rezultata iz djeljivosti i kongruencija. Za podcetak,
uvedimo definiciju kvadratnih ostataka:

Definicija 1. Za cijeli broj a kaZemo da je kvadratni ostatak modulo n ako postoji cijeli broj x takav da je

> =a (mod n).

Drugim rije¢ima, a je kvadratni ostatak modulo n ako postoji potpun kvadrat koji daje isti ostatak pri dijeljenju
s n kao i a. Primjerice, 2 je kvadratni ostatak modulo 7 jer je 32 = 2 (mod 7), dok mozemo vidjeti da 3 nije
kvadratni ostatak modulo 5 jer niti jedan potpun kvadrat ne daje ostatak 3 pri dijeljenju s 5 (o¢ito je potrebno
provjeriti samo kvadrate brojeva 0, 1, 2, 3, 4).

U nastavku ovog predavanja posebno ¢e nam biti zanimljivi kvadratni ostaci modulo prost broj p jer se pokazuje
da imaju odredena lijepa svojstva. Pojam kvadratnog ostatka u uzem smislu koristit éemo za brojeve iz skupa
{0,1,...,p— 1}, odnosno za brojeve koje smatramo ostacima pri dijeljenju s p. Imamo sljedeéi teorem:

Teorem 1. Ako je p > 2 prost broj, tada postoji % razlicith kvadratnih ostataka modulo p.

Dokaz teoremalll O¢ito je 0 kvadratni ostatak modulo p, stoga ¢emo dokazati da skup {1,2,...,p — 1} sa-
drzi % kvadratnih ostataka. Zapravo nas zanima koliko razli¢itih ostataka pri dijeljenju s p postizu brojevi
12,22,...,(p — 1)2. Tvrdimo da se svaki kvadratni ostatak razli¢it od nule u tom nizu ostataka postiZe to¢no
dva puta. Zaista, ako se neki a postize kao a = 2? (mod p), gdje x € {1,2,...,p — 1}, tada se postize i kao
a=(p—x)? (mod p), gdje p—x # x jer je p neparan. Takoder, ako se a postize kao a = 22 = y? (mod p), tada
je 22 = 9% (mod p) pa p | 22 — y?, odnosno p | (z — y)(x +y). Kako je p prost broj, slijedi p | x —y ilip | 2 + ¥,
odnosno z =y ili z +y = p jer z,y € {1,2,...,p — 1}. To znadi da se neki kvadratni ostatak ne moze posti¢i
vige od dva puta, zbog ¢ega slijedi da se mora posti¢i to¢no dva puta. Sada je jasno da skup {1,2,...,p — 1}
sadrzi % kvadratnih ostataka.

Rad s kvadratnim ostacima modulo prost broj p olakSava nam tzv. Legendreov simbol, zato uvedimo i njegovu
definiciju:

Definicija 2. (Legendreov simbol) Za cijeli broj a i prost broj p definiramo:

0 akojea=0 (modp)

(a) =<1 akojeaz#0 (mod p)ia jekvadratni ostatak modulo p

P —1 ako a nije kvadratni ostatak modulo p

Primjerice, po definiciji imamo (g) =0, (%) =1 te (%) = —1. Racunanje Legendreovog simbola omogucéuje
nam sljedeéi teorem:

Teorem 2 (Eulerov kriterij). Za cijeli broj a i prost broj p vrijedi (%) =a"7 (mod p).

Dokaz teoremal2 Ako je a =0 (mod p), tada tvrdnja ocito vrijedi, stoga promatrajmo slu¢aj kada a nije djeljiv
s p. Ako je a kvadratni ostatak modulo p, postoji cijeli broj z takav da je 22 = a (mod p) pa buduéi da x nije



djeljiv s p, zbog malog Fermatovog teorema slijedi a7 = (952)‘77_1 = 27! =1 (mod p) pa tvrdnja takoder
vrijedi. Preostaje sluc¢aj kada a nije kvadratni ostatak modulo p. Poznato je da za svaki x € {1,2,...,p — 1}
postoji jedinstven y € {1,2,...,p — 1} takav da je zy = a (mod p). Kako a nije kvadratni ostatak modulo p,
vrijedi  # y. Promotrimo li sve takve parove oblika (z,y), vidimo da smo skup {1,2,...,p — 1} podijelili na

% parova ostataka koji u umnosku daju a modulo p. Zaklju¢ujemo da vrijedi

az =1-2-...-(p—1)=-1 (mod p),
gdje smo u posljednjem koraku koristili Wilsonov teorem. Time je tvrdnja dokazana.

Napomena: Wilsonov teorem tvrdi da za svaki prost broj p vrijedi (p — 1)! = —1 (mod p). Dokaz je sli¢an
gornjem dokazu u sluc¢aju kada a nije kvadratni ostatak modulo p, naime ideja je "upariti" ostatke koji u
umnosku daju 1. Postoji i drugadiji dokaz ovog posljednjeg sluc¢aja koji koristi Langrangeov teorem za polinome.

Korolar. Iz Teorema 2. direktno slijede neka svojstva Legendreovog simbola:

e Ako je a =b (mod p), tada je (%) = (%).

e Vrijedi (%’) = (%) (%). Drugim rije¢ima, Legendreov simbol jest multiplikativan.

p— 1 ko i =1 d4
e Vrijedi (;1) = (_1)71 — a. OJ.ep (mo ).
P —1 ako je p=3 (mod 4)
Posljedi¢no, brojevi oblika n? + 1 nemaju prost faktor oblika 4k + 3.

Konaé¢no, dolazimo i do najtezeg teorema ovog predavanja, koji predstavlja vezu izmedu kvadratnih ostataka
modulo p i modulo ¢ za razli¢ite neparne proste brojeve p i ¢q. Izreéi éemo ga bez dokaza jer dokaz izlazi
van granica ovog predavanja. Ako vas zanima dokaz, moZete ga naci na https://en.wikipedia.org/wiki/
Proofs_of_quadratic_reciprocity.

Teorem 3 (Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta). Za razlicite neparne proste brojeve p i q vrijeds

()

Napomena: Primijetite da Teorem 3. ne govori nista o vrijednosti (%) za neparan prost broj p. Zato postoji i

p2o1 {1 ako p=1ili 7 (mod 8)

dopuna ovog teorema koja glasi (3) — (-5 =
P & e P =1 -1 akop=3ili5 (mod 8)

Primjer 1. U ovom ¢emo primjeru pokazati kako mozemo iskoristiti gornje teoreme za ra¢unanje nekih kon-
kretnih vrijednosti Legendreovog simbola. Primjerice, odredimo vrijednost (%). Vrijedi

(2)-(2)-G)E
1

5

(
(£)2)-co% (ers
-(1)-

Primjer 2. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva p takvih da p =1 (mod 4).

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da takvih brojeva ima kona¢no (znamo da postoji bar jedan takav,
npr. p =5). Neka su pi,pa,...,pr svi prosti brojevi tog oblika. Promatrajmo broj P = (2pips...px)% + 1. Iz
korolara drugog teorema slijedi da P nema prost faktor ¢ takav da ¢ = 3 (mod 4). To znaci da P ima prost
faktor ¢ takav da ¢ = 1 (mod 4) (jer je P neparan), no tada slijedi da ¢ = p; za neki i € {1,2,...,k}. Time
dolazimo do kontradikcije jer nije moguée da p; | P, ¢ime je tvrdnja dokazana.


https://en.wikipedia.org/wiki/Proofs_of_quadratic_reciprocity
https://en.wikipedia.org/wiki/Proofs_of_quadratic_reciprocity

Zadatci i rjeSenja

Zadatak 1.
Dokazi da 22 — 17y? = 12 nema rjesenja u cijelim brojevima.

Rjesenje.
Promatrajuéi ostatke pri dijeljenju sa 17, vrijedi 22 = 12 (mod 17), dok iz kvadratne recipro¢nosti imamo

(- () )~ () ()- (3
(B (@)n

Sto je kontradikcija.

Zadatak 2.
Neka su p i g dva razli¢ita prosta broja, od kojih svaki daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4. Onda jednadzba
a? —py® =q

nema rjeSenja u cijelim brojevima.

Rjesenje.
Ako promatramo jednadzbu modulo p vidimo da ¢ mora biti kvadratni ostatak, a ako je promatramo modulo ¢ onda p
mora biti kvadratni ostatak. Onda imamo

sto je kontradikcija

Zadatak 3.
Dokazi da je svaki prost djeljitelj broja n* — n? 4+ 1 oblika 12k + 1.

Rjesenje.
Zelimo broj zapisati kao kombinacije nekih kvadrata da izvu¢emo $to vise informacija. Primjetimo da vrijedi
ntf—n4+1=mn"-17+n?

nt—n?ir1= (n2 + 1)2 — 3n2.

Iz prve jednakosti slijedi
a iz druge

odakle skupa dobivamo p =1 (mod 12).

Zadatak 4.
Pokazi da svaki neparan djeljitelj broja 522 + 1 ima parnu znamenku desetica.

Rjesenje.
-

Kako vrijedi 52% = —1 (mod p) onda (;o) = 1. Kvadratni reciprocitet daje
p

-G

Odavde se lako provjeri da p mora biti kogruentan 1, 3,7 ili 9 modulo 20.




Zadatak 5.
Dokazi da za svaki prost broj p postoje cijeli brojevi a, b takvi da je a® + b 4 1 visekratnik broja p.

Rjesenje.
p dijeli a® +b* 41 ako i samo ako vrijedi a®> = —b*> —1 (mod p). Kako oba a® i —b* — 1 poprimaju toéno
modulo p, onda imaju i neku zajedni¢ku koja zadovoljava uvjet zadatka.

p+1
2

vrijednosti

Zadatak 6.
Ako su a i b relativno prosti prirodni brojevi i ¢ prirodan broj, takvi da a? — ab + b> = ¢2, dokazi da su svi
prosti djeljitelji broja c oblika 6k + 1.

Rjesenje.
Uzmimo p takav da p dijeli c. Slijedi da p dijeli a® — ab + b?, pa onda dijeli i 4a® — 4ab + 4b*. Onda redom imamo
(2a — b)> = =3b> (mod p)

((2a —b)b™")? = -3 (mod p)

)~

odakle slijedi p = 1 (mod 3). Ako pokazemo da p # 2,3 onda znamo da p = +1 (mod 6) odakle, skupasap =1 (mod 3)
dobivamo trazeno.

Slucaj p = 2 se lako odbaci promatranjem parnosti uz uvjet NZD(a,b) = 1.

U drugom sluéaju, 3 dijeli 2a — b, dakle b = 2a (mod 3). Supstitucijom a = 3a’ + 1 i b = 30’ + 2 dobivamo

94’2 + 9b"% — 9a'b' + 9V + 3 = 2.

3
Kako vrijedi da je LHS = 3 (mod 9), a <6> = —1, dobili smo kontradikciju, dakle p # 3, ¢ime smo gotovi.

Zadatci za samostalan rad

Zadatak 7.
Dokazi da jednadzba 22 — 3y = p nema rjedenja u cijelim brojevima kad je p = 2 ili p = 3.

Zadatak 8.
Dokazi da 2™ 4+ 1 nema prostih djeljitelja oblika 8k + 7.

Zadatak 9.
Ako neparan prost broj p dijeli a® + b? za neke relativno proste cijele brojeve a,b, onda p =1 (mod 4)

Zadatak 10.
Ako neparan prost broj p dijeli a® +2b? za neke cijele relativno proste brojeve a,b, onda p =1 (mod 8) ili p = 3
(mod 3).

Zadatak 11.
Ako neparan prost broj p dijeli a®> — 2b? za neke cijele relativno proste brojeve a,b, onda p = 1 (mod 8) ili
= —1 (mod 8).

Zadatak 12.
Dokazi da jednadzba

nije rjesiva u cijelim brojevima.

Zadatak 13.
Dokazi da jednadzba
8ry — (v +y) =2

nije rjesiva u prirodnim brojevima.



Zadatak 14.
Dokazi da jednadzba 23 — 22 + 8 = y? nema rjefenja u cijelim brojevima.

Zadatak 15.

Dokazi da zzfé ne moze biti cijeli broj za prirodne brojeve x i y veée od 2.

Zadatak 16.
Dokazi da ne postoje prirodni brojevi x,y, z za koje je 4ryz — x — y potpun kvadrat.

Zadatak 17.
Za prirodan broj n, dokazi da su svi prosti djeljitelji broja n® — n* + 1 oblika 24k + 1.

Zadatak 18.
Dokazi da ne postoje prirodni brojevi a, b, ¢ takvi da je

a?+ v+
3(ab+ be + ca)

cijeli broj.

Rjesenja

Rjesenje zadatka[], Promatrajmo jednadzbu 2% — 3y* = 2 modulo 3. Dobivamo z? = —1 (mod 3) §to je kon-
tradikcija.

U drugom slucaju, promatrajmo jednadzbu modulo 4. Dobivamo 22 + y? = 3 (mod 4), §to je takoder kontra-
dikcija.

Rjesenje zadatka[8 Pretpostavimo suprotno, tj. da 2" = —1 (mod p) za neki p = 3 (mod 8). Kako je p =3
(mod 4), —1 nije kvadratni ostatak, odakle slijedi da je n neparan. Sad imamo 2"*! = —2 (mod p) pa je —2

kvadratni ostatak.
—2 -1 2
Z)=(=)(2)=(-1)-1=-1,
( p ) ( 2 > (p> 1)

S druge strane,

Sto je kontradikcija.

Rjesenje zadatka[9 Uzmimo p = 3 (mod 4) koji dijeli takav a* + b>. Onda a? = —b* (mod p). Iz malog
Fermatovog teorema imamo a?~! = bP~1 =1 (mod p). Sad vrijedi

1=a"! =@z = (-?)"z = -1

zbog naSe pretpostavke.
Dakle imamo kontradikciju i zadatak je rijesen.

Rjesenje zadatka [I0, Uzmimo neki prosti djeljitelj p za koji a> = —2b* (mod p). Kako su a i b relativno prosti,
mnozZenjem obje strane s inverzom od b dobivamo

(ab™1)? = -2 (mod p),

0

odakle lako slijedi p =1 (mod 8) ili p =3 (mod 8

Rjesenje zadatka[T1l RjeSenje je identi¢no rjesenju proslog zadatka.



Rjesenje zadatka[I9 Jednadzba se moZe zapisati na ovakva dva nacina:

23— 1=2(%+1),

2341 =2(y%+2).
Primjetimo prvo da su obje desne strane nedjeljive s 8. Dalje, kako je x neparan, dovoljno je pogledati sluc¢ajeve
r=8k+t1lix=8k=+3.
Ako je x = 8k + 1, onda je lijeva strana prve jednadzbe djeljiva s 8, kontradikcija. Analogno se pokaZe i za
z =8k —1.
Ako je 8k & 3, onda je 22 — x 4 1 oblika 8m — 1 ili 8m — 3, i ima djeljitelja ovog oblika, &to je u kontradikciji s
desetim zadatkom.

Rjesenje zadatka[I3 Jednadzba se moze zapisati kao

(82 —1)(8y — 1) = 822 + 1.

Kako je 8z —1 > 7, lijeva strana ima prostog djeljitelja oblika 8m — 1 ili 8m — 3, a kako ovo treba dijeliti i desnu
stranu, imamo kontradikciju s jedanaestim zadatkom.

Rjesenje zadatka[T]} Jednadzba se moze prikazati kao
(x+2)(2% — 22 +4) =2 + %

Jasno je da su x i y relativno prosti. Ako je x = 4k + 1 onda x + 2 = 4k + 3 ima prostog djeljitelja ovog oblika
koji dijeli 22 + y?2, kontradikcija.
Ako x = 4k + 3, onda je 2% — 2z + 4 oblika 4m + 3, i sli¢nim argumentom ponovno dobivamo kontradikciju.
Za x = 2u, jednadzba postaje

2ud —u? 42 =22
Ako je u neparan, onda je lijeva strana kongruentna 3 modulo 4, pa ne moZe biti potpun kvadrat. Ako je u
paran, onda je lijeva strana kongruentna 2 modulo 4 i takoder ne moze biti kvadrat, ¢ime smo gotovi.

Rjesenje zadatka[T5. Ako je y paran, onda je y* — 5 oblika 4k + 3, pa ne moze dijeliti 22 + 1. Ako je y neparan,
onda je y? — 5 djeljiv s 4, dok 22 + 1 nikad nije visekratnik od 4.

Rjesenje zadatka[16, Pretpostavimo suprotno. Onda imamo 4xyz — x —y = t2. MnoZeéi sve s 4z dobivamo
(4vz — 1)(dyz — 1) = 42t* + 1.

Dakle, —z je kvadratni ostatak modulo 4zz — 1. Dalje koristimo Jacobijev simbol. Ako je z neparan imamo

<4:vzz_ 1) = (ml_ 1) (4955_ 1) —(—1) - (1) (;) _

Ako je z paran stavimo z = 2!/, pa imamo
l
—z 2 -2
= )= =1l (1) = -1
<4xz—1> (4xz—1) <4xz—1> (=) ’

Rjesenje zadatka[I7 Imamo

kontradikcija.

n®—nt+1=mn*+n2+1)?2-2n3+n)?

2)-

odakle dobivamo

a iz ovog slijedi p = +13 (mod 24).

Rjesenje zadatka[I8 Zapisimo uvjet u obliku
(a+b+c)? = (3n+2)(ab+ be + ca).

Ocito postoji prost broj p = 2 (mod 3) koji dijeli 3n+ 2 neparno puta. Taj broj onda mora dijeliti i ab+ bc+ ca.
Uvritavanjem ¢ = —a—b (mod p) u proglu relaciju dobivamo da p dijeli a®>+ab+b?, pa onda dijeli i (2a+b)%+3b2.

-3
Slijedi da je () = 1, §to je kontradikcija s p =2 (mod 3).
p



