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Uvod/teorijske osnove

Trigonometrijski izrazi ¢esta su tema na natjecanjima za 3. razred srednje Skole u obje kategorije. Iako je
za, rjeSavanje zadataka uglavnom potrebno samo znanje nauceno na nastavi, iz ovog podruéja postoje mnogi
zanimljivi zadaci. Podsjetimo se bitnih formula:

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) = sin(y) cos(x)
cos(x £+ y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)

sin(2x) = 2sin(x) cos(x)

cos(2x) = cos?(z) — sin?(x)

sin(x) + sin(y) = 2sin (I + y) cos (l‘ - y)
)

sin(x) — sin(y) = 2 cos (
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cos(x) + cos(y) = 2cos (

cos(x) — cos(y) = —2sin (5”‘2”/) “in <:c - y)

sin(z) cos(y) = %[Sin(:ﬁ +y) + sin(z — y)]

cos(z) sin(y) = %[sin(w +y) — sin(z — y)]
cos(z) cos(y) = %[cos(x +y) + cos(z — y)]

sin(z) sin(y) = %[cos(x —y) — cos(z +y)]



Zadatci i rjeSenja

Zadatak 1.
Pojednostavi:

\/sin4 (z) +4cos?(z) — \/0084 (z) 4 4sin®(z)

Rjesenje.
Iz zadane jednadzbe dobivamo:

\/51114(z) + 4 cos?(z) — \/6054(:c) + 4sin?(z) =

= \/sin*(2) +4(1 — sin?(x)) — /eost(z) + A(1 — cos?(x))
= /(2 —sin?(x))2 — /(2 — cos?(z))?

= cos®(z) — sin’(x)

= cos(2z)

Zadatak 2.
Odredite sumu rjesenja jednadzbe
sin(3z) + cos(2x) + 2 cos?(z) = 0

u segmentu [—m, 27]

Rjesenje.
Prvo: -
sin(3z) = sin(2z 4 z) = ... = 3sin(z) — 4sin®(z)

Takoder:
cos(2z) = 1 — sin®(z)

Sada je cijela jednadzba ekvivalentna s:
3sin(x) — 4sin®(z) + 1 — sin®(z) — 2sin*(x) = 0
Odnosno: {
(1 + sin(z))(3 — 4sin*(z)) = 0)

Rjesenja su:

L sin(z) = —l,x = — 5 + 2kn
2. sin(z) = B,z = T + 2kn, 2 4 2kx
3. sin(z) = —¥,0 = T 4 2km, 25 4+ 2kr

T2

U danom segmentu su rjeSenja 1 = —3, v2 = 37", T3 = %, T4 = 2.7”, T5 = —%, Te = %”, T7 = —%ﬂ, Ty = %T. Trazena
suma je 7.
Zadatak 3.
Dokazite da vrijedi:
2
1—ctg(23°) = ————
8(23") 1 — ctg(22°)
RjesSenje.
Pokazat ¢emo da vrijedi:
(1 —ctg(23°))(1 — ctg(22°)) = 2
o o cos(23°) cos(22°)
1 —ctg(23 1 — ctg(22 =1—-—7)(1 — ————=
(1 = erg(23°)) (1 - etg(22")) = (1 S0 - SEE)
_sin(23°) — cos(23°) sin(22°) — cos(22°)
sin(23°) sin(22°)

V/25in(23° — 45°)4/25in(22° — 45°)
sin(23°) = sin(22°)
_ 2sin(—22°) sin(—23°)
~ sin(23°) * sin(22°)
=2




Zadatak 4.
Izracunaj:
sin(20°) sin(40°) sin(80°)

Rjesenje.
Koristimo formulu pretvorbe umnogka u zbroj dva puta:
$in(20°) sin(40°) sin(80°) = +(cos(20°) — cos(60°)) sin(80°)
(cos(20°) — %) sin(80°)
cos(20°) sin(80°) — % sin(80°)
(sin(100°) + sin(60°)) — isin(SOo)
V3

. o 1 . o
(sin(80%) + 7) ~1 sin(80°)

W= R = N = N =N

S

Zadatak 5.
Pokazite da u trokutu vrijedi:

sin(2«) + sin(28) + sin(2y) = 4 sin(a) sin(S3) sin(7y)

Rjesenje.
Koriste¢i formule pretvorbe zbroja u umnozak i ¢injenicu da o + 3 + v = 180° rjeSsavamo:
sin(2a) + sin(2) + sin(2y) = 2sin(a + B) cos(a — B) + sin(27)
= 2sin(vy) cos(a — ) + 2sin(y) cos(7)
= 2sin(vy)[cos(a — B) — cos(a + B)]
= 2sin(v)(—2sin(a) sin(— )
= 4sin(«) sin(B) sin(7y))

Zadatak 6.
Izrac¢unaj umnozak:
(14 tan(1°))(1 + tan(2°))...(1 + tan(45°))

Rjesenje.
Ovaj zadatak zahtjeva dozu dosjetljivosti, ¢esta ideja u ovakvim situacijama je neka vrsta uparivanja. Stoga promatrajmo
umnozak

(14 tan(a))(1 + tan(45° — a)) = 1 + tan(a) + tan(45° — ) + tan(a) tan(45° — )

Desni dio jednakosti sadrzi dijelove koji nas podsje¢aju na tangesns zbroja:
tan(a) + tan(p)
t = T =
anfa + f) 1 — tan(«) tan(B)
Iz te formule slijedi:
tan(a) + tan(45° — a) = tan(45°)(1 — tan(a) tan(45° — «))

Odnosno:
tan(a) 4 tan(45° — a) = 1 — tan(a) tan(45° — )

Kada ovu ¢injenicu ubacimo u prvu jednakost dobivamo:
(1+ tan())(1 + tan(45° — ) = 2

Grupirajué¢i umnoske u 22 para za o = 1°,2°,...,22° i shvativsi da zadnja zagrada u prvotnome umnosku ima vrijednost
2 dobivamo da je ukupan umnozak jednak 223,

Zadatak 7.
Izracunayj:
tan(9°) 4 tan(81°) 4 tan(117°) + tan(153°)



Rjesenje.
Koristimo svodenje na prvi kvadrant, funkcije zbroja i dvostrukog kuta. Podsjetimo se svodenja na prvi kvadrant
potrebnog za ovaj zadatak:
tan(180° — z) = — tan(x)
cos(90° — z) = sin(x)

tan(9°) + tan(81°) + tan(117°) + tan(153°) = tan(9°) + tan(81°) — tan(63°) — tan(27°)
sin(9°) | sin(81°)  [sin(63°)  sin(27°)

(9°) = cos(81°) cos(63°)  cos(27°)
_ sin(9°%) cos(81°) + sin(81°) cos(9°) {sin(GBo) cos(27°) + sin(27°) cos(63°)

(@]
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cos(9°) cos(81°) cos(63°) cos(27°)
_ sin(9° +81°) sin(63° + 27°)
T cos(9°) cos(81°)  cos(27°) cos(63°)
B sin(90°) sin(90°)
" c0s(9°) cos(90° — 9°)  cos(27°) cos(90° — 27°)
B 1 1
T cos(9°)sin(9°)  cos(27°) sin(27°)

- [Sin(118°) B sin(154°)} B [SligiiS);li?éiS) :
_ [2005(36°)sin(18°)} _ 4 cos(36%)

sin(18°) sin(54°) sin(54°)
_cos(90° —54°) 4
N sin(54°) N
Zadatak 8.
Pojednostavi:
sin(5x) cos(z) — cos(3z) sin(z)
cos?(3z) — cos?(x)
Rjesenje.
sin(52) cos(z) — cos(3z) sin(z) 3 [sin(6x) + sin(4x)] — 3 [sin(4x) — sin(2z)]
cos?(3z) — cos?(z) B [cos(3z) — cos(z)][cos(3x) + cos(x)]
_ sin(6x) + sin(2x)
2[—2sin(2z) sin(z)][2 cos(2z) cos(z)]
o sin(6x) + sin(2x)
2sin(4x) sin(2x)
__2 sin(4z) cos(2x)
2 sin(4z) sin(2z)
= — cot(2x)
Zadatak 9.

Ako je sin() + sin(8) = 2sin(a + B), o+ B # 2kw(k € Z), odredi tan (§) tan (%)

Rjesenje.

sin(a) + sin(f) = 2sin(a + f)

Na lijevoj strani koristimo formulu pretvorbe zbroja u umnozak, a desnu raspisujemo kao sin dvostrukog kuta:

2sin (#) cos (a;ﬁ) = 2x2sin (#) cos (#)
cos (%) :2cos(a;ﬂ>

Dalje obje strane raspisujemo kao funkciju razlike, odnosno zbroja:

con (5 s (3) o (5) i (3) = 20m (5 o (3) = 25n (5 n (5)




Dakle,

Zadatak 10.
Dokazi da vrijedi:
sin(z + y) sin(z — y) = sin?(z) — sin®(y)

Rjesenje.
Raspisujemo lijevu stranu navedene jednakosti:

sin(z + y) sin(z — y) = [sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y))(sin(x) cos(y) — cos(z) sin(y)]

in®(z) cos®(y) — cos®(z) sin’(y)

= sin”(x)

= sin® (z)[1 — sin’ (y)]—[1- sin’ ()] sin’ (v)

= sin®(z) — sin®(x) sin®(y) — sin®(y) 4 sin® (z) sin’(y)
sin®(z) — sin’(y)

Zadatak 11.
Izra¢unaj cos(4x), ako vrijedi:
1 1 1 1

2

+ — =7
tan?xz  cot’x  sin‘x cosix

Rjesenje.
Dani izraz raspisujemo i svodimo na zajednicki nazivnik:

sin? cos? 1 1

=7

cos2z  sin?z  sin?x  cos?z

2 .2
cos“xr+ 1 sin m—&—li?
sin? x cos? x
1—sin?z4+1 1—cos’z+1
—5 + 5 =7
sin® x cos? x

2 2

sin? x cos? x

=7

-1+
MnoZenjem cijelog izraza zajednickim nazivnikom dobivamo:

2 .2 2 2
2(cos” z 4 sin” z) = 9sin” x cos” x

.2 2
Sl X COoS ZL':§

Izraz zatim mnoZimo sa 4 da bismo dobili sin(2x) §to potom raspisujemo kao sin polovi¢nog kuta:

[2sin(z) cos(x)]* = 5

. 24ZE 8
sin® — = —
9

2
1 — cos(4x)

Zadatak 12.
Dokazi sljedeéu jednakost:

cos®(z) sin?(z) = %6[2 cos(x) — cos(3x) — cos(5x)]



RjeSenje.
cos® (x) sin?(z) = [sin() cos(x)]? cos(z)
. %sin(2x)]2 cos(z)
_ i sin(2z)[sin(2z) cos()]
_ i sin(22) % [sin(3z) + sin()]
- %[sin@x) sin(3z) + sin(2z) sin(z))]

- é {7%(005(533) — cos(z) + *%(COS(Q’W) + COS(m):| }

= 116 [2 cos(z) — cos(3x) — cos(bz)]



