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Funkcija

Za neprazne skupove A i B funkcija je uredena trojka (A, B, f) gdje je f pravilo pridruzivanja takvo da za svaki
x € A postoji jedinstveni y € B takav da je y = f(z).

Skup A je domena, a B kodomena funkcije. Takvu funkciju simboli¢ki zapisujemo f: A — B.

Skup svih vrijednosti koje funkcija poprima zovemo slika funkcije. Vazno je napomenuti za kodomena i slika
funkcije nisu jedno te isto. Npr. za funkciju f: R — R, f(z) = 22, kodomena je R, a slika funkcije Ry .
Medutim, uvijek je slika funkcije podskup kodomene.

Neka svojstva funkcija

PARNOST-NEPARNOST: Funkcija je parna akko vrijedi

za, sve x iz domene, a neparna akko vrijedi

za sve x iz domene.
MONOTONOST: Funkcija je monotona akko

>y = f(z) = f(y)

za sve z 1y iz domene (tada je rastuca) ili

>y = f(z) < fy)

za sve x 1y iz domene (tada je opadajuca).

NEPREKIDNOST: Funkcija je neprekidna ako graf te funkcije moZemo nacrtati u koordinatnom sustavu
bez dizanja olovke. Ovo je neformalna definicija, formalna koristi limese. INJEKCIJA: Funkcija je injekcija
akko nikoje 2 vrijednosti fukcije nisu iste, formalnije,

SURJEKCIJA: Funkcija je surjekcija akko za svaki element y iz kodomene postoji x iz domene takav da je
y = f(z). Za takve funkcije je slika funkcije jednaka kodomeni.
BIJEKCIJA: Funkcija je bijekcija ako je surjekcija i injekcija, odnosno za svaki y iz kodomene postoji jedins-
tveni = iz kodomene takav da je y = f(z).
KOMPOZIJA: Funkcija h je kompozicija funkcija f i g ako je

f:A— B

g:C—D

h: A— D

i

h(z) =g(f(x)) zasve x € A
INVERZNA FUNKCIJA: Ako za funkciju f: A — B postoji funkcija g: B — A takva da je
flg(x)) =g(f(z)) ==

onda je g inverzna funkcija od f.
Za vijezbu dokazite da funkcija ima inverz akko je bijekcija.



Funkcijske jednadzbe i metode rjesavanja

Rjesavanje funkcijskih jednadzbi je nalazenje svih funkcija koje zadovoljavaju zadane uvjete i dokazivanje da
jedino te funkcije zadovoljavaju te uvjete.
Neke od metoda kojima se sluzimo u rjeSavanju su:

e pogadanje rjeSenja, ovo je vrlo bitno jer ako slutimo koje su funkcije rjeSenje, to nam moZe pomoéi u
rjeSavanju

e uvrStavanje konkretnih vrijednosti u jednadzbu, vrijednosti koje uvijek treba uvrstiti (ako je moguée) su
0,1,—1 jer su 0 i 1 neutralni elementi za zbrajanje i mnozenje, a s —1 mozemo pokratiti neke stvari

e supstitucije i definiranje novih funkcija preko postojece
e traZenje surjektivnosti i injektivnosti

e traZenje nultocaka i fiksnih tocaka (fiksna tocka je = takav da je f(z) = x)

indukcija (korisna za traZenje vrijednosti u cjelobrojnim i racionalnim tockama)

VAZNO!!! Na kraju sva rjeSenja obavezno treba provjeriti jer smo rjesavanjem jednadzbe dobili sljedecu
implikaciju: ako je f rjeSenje jednadzbe, onda je f jedna od sljede¢ih funkcija: ..., pa moramo provjeriti
rjeSenja za drugi smjer implikacije.

Primjer 1.
Nadi sve funkcije f: R — R za koje je

flzyz) = af(z) + yf(y) + 2f(2)

za sve z,Y, 2 € R.

Dokaz. Uvrstavanjem y = 0 i z = 0 dobivamo

f(0) = zf(x)

Sada pocetni uvjet zapravo postaje
fzyz) = 3f(0)
ili, ako ovrstimo y = z = 1,
f(z) =3£(0)
za sve ¢ € R, paiza x = 0 §to znadi da je f(0) = 3f(0) = 0, odnosno f(z) = 0.
Provjera:
0= flzyz) = xf(x) +yf(y) +2f(2) =0

znadi, f(x) = 0 je rjeSenje jednadZbe.

Provjera je uvijek nuzna jer sve informacije koje smo dobili zapravo znace: ako je funkcija rjesenje, onda za nju
vrijedi to §to smo dobili.

Primjer 2.
Nadi sve funkcije f: Q — R za koje je
fl@+y)=f@)+ fy)

za sve z,y € Q

Dokaz. Uvrstavanjem y = 0 dobivamo

f(@) = f(z)+ f(0) = f(0)=0

Uvrstavanjem y = —z dobivamo

0= f(0) = f(z) + f(—z) = f(—x)= f()



Neka je f(1) =c.
Vrijedi
fne) = fo ..t a) = f(@) + @)+ f(@) = nf (@)

za sve n € N. Dakle, vrijedi i

za sve n,m € Qt.
To znadi da je f(q) = qf (1) = gc za sve ¢ € Q.
Lako se vidi da to zbilja je rjeSenje jednadzbe.

Ova jednadzba se zove CAUCHYEVA FUNKCIJSKA JEDNADZBA. Ako je domena funkcije Q, Z, N
ili slican prebrojiv skup, onda je jedino rjeSenje f(x) = cz, za neku konstantu c. Ako je domena R, onda uz
f(x) = cx postoje i druga "divlja" rjeSenja, medutim, ako jo§ imamo i uvjet neprekidnosti ili monotonosti, onda
je jedino rjeSenje linearna funkcija

Sad éemo dokazati da, ako imamo uvjet monotonosti, da je jedino rjeSenje linearno.

Dokaz. Znamo da je f(q) = cq za racionalne brojeve i Zelimo da je f(x) = cx za sve realne brojeve.
Pretpostavimo da postoji a € R t.d. je f(a) > ca. Tada postoji racionalan broj ¢ izmedu f(a) i ca pa vrijedi:

fla) > f(q) = cq > ca

sto je kontradikcija s monotonos¢éu. Analagno se pokaZe i da ne postoji b € R t.d. je f(b) < cb. Dakle, za sve x
vrijedi f(x) = cx.
Lako se vidi da to zbilja je rjeSenje jednadZbe.

Primjer 3.
Postojili f: N — N t.d. za svaki n € N vrijedi

f(f(n) = fn+1) = f(n)?

Dokaz. Kako je domena N, vrijedi

fn+1) = f(n) = f(f(n) > 1
pa je funkcija strogo rastuca i lako se matematickom indukcijom dokaze f(n) > n.
Medutim, vrijedi i

f(f(n)) =fn+1) = f(n) < f(n+1) = f(n) <n+1

zbog stroge rastucosti. Dakle, f(n) = n.
Provjera:

n=f(f(n)=fln+1)—-f(n)=1

Sto ne vrijedi za n > 1. Dakle, ova jednadzba nema rjeSenja.

Primjer 4.
Postoji li surjekcija f: N — N t.d. za svaki n € N vrijedi f(n) > n+ (—=1)"?

Dokaz. Primijetimo prvo da je f(n) > n —1. (*)
To znaci da ako je f(a) = 1 (mora postojati zbog surjektivnosti), onda je a < 2. Kako je f(2) > 3, mora biti
f(1) = 1. Sad ¢emo indukcijom po k dokazati da je f(2k) =2k + 11 f(2k+ 1) = 2k za svaki k € N.

BAZA: k=1

Neka je a takav da je f(a) = 2 (postoji zbog surjektivnosti). Mora biti a < 3 (*). Kako je f(1) =11 f(2) < 3,
mora biti a = 3, tj. f(3) = 2.

Neka je b takav da je f(b) = 3 (postoji zbog surjektivnosti). Mora biti @ < 4 (*). Kako je f(1) =1, f(3) =21
f(4) <5, mora biti a = 2, tj. f(2) =3.

KORAK: Pretpostavljamo da je f(1) =1 te f(2i) =20+ 11 f(2i + 1) = 2i za sve i < n — 1. Dokazat ¢emo
f@2n)=2n+11if(2n+1)=2n.

Neka je a takav da je f(a) = 2n. Mora biti @ > 2n (pretpostavka) i a < 2n + 1 (*).Kako je f(2n) > 2n + 1,
mora biti f(2n + 1) = 2n.

Neka je b takav da je f(b) = 2n + 1.Mora biti a > 2n (pretpostavka) i a < 2n + 2 (*).Kako je f(2n+ 1) =2n i
f(2n +2) > 2n+ 3, mora biti f(2n) =2n+ 1.



Dakle, jedino rjeSenje jednadzbe je f(1) = 1,f(2k) = 2k + 1,f(2k + 1) = 2k za sve k € N. Kad ga uvr-
stimo u pocetni uvjet, dobijemo da zadovoljava uvjete zadatka.



Zadaci

Zadatak 1.
Nadi sve funkcije f: Q — Q t.d.

flx+y)=fl@)+ fly) + 2y

za sve z,y € R.

Zadatak 2.
Nadi sve funkcije f: R — R t.d.

zf(y) +yf(x) = (z+y)f(z)f(y)

za sve z,y € R.

Zadatak 3.
Nadi sve funkcije f: R = R t.d. f(z)f(y) = f(x — y) za sve z,y € R,

Zadatak 4.
Nadi sve funkcije f: R\ {0} — R t.d.

2f(r) + (1) ==

Zadatak 5.
Nadi sve funkcije f: [0,1] — [0, 1] takve da vrijedi f(0) =0 i

|f(.17) _f(y)| 2 \x—y\,x,y € [0’ 1]

Zadatak 6.
Nadi sve strogo rastuce f: R — R takve da je f(f(z)) =« za sve z € R.

Zadatak 7.
Nadi sve f: Rt — RT takve da vrijedi

fla) = £

zasve T,y € RT.

Zadatak 8.

Nadi sve f: R — R takve da vrijedi
f(@) = max(2zy — f(y))

yeR

za sve T € R.

Zadatak 9.
Nadi sve f: R — R takve da vrijedi

fl@®+ f(y) =y —a®

za sve z,y € R.

Zadatak 10.
Nadi sve f: Q — Q takve da je
[y =2
flay) = f@)f(y) — fla+y)+1

za sve z,y € Q

Zadatak 11.
Nadi sve f: R — R takve da je

f(f(@) = fy) = (@ —y)’flz+y)

za sve x,y € R.



Hintovi
1. Uvedi supstituciju g(z) = f(x) — %2

2. Uvistiy=0iz =y

3. Dokazi parnost.

4. Uvrsti %

5. Nadi f(1).

6. Pretpostavi da za neki a, f(a) > a ili f(a) < a.
7. Dobij multiplikativnost i nakon toga aditivnost.
8. Uvrstixz =y.

9. Uvrstiza =01y = f(y).
10. Dokazi f(z) = z + 1 za cijele brojeve.

11. Uvrsti x = y i dokazi djelomi¢nu surjektivnost.



Rjesenja

1. Kad napravimo supstituciju g(z) = f(z) — x—;, dobijemo g(z + y) = g(z) + g(y) kojoj je jedino rjesenje
u g(x) = cx. Dakle jedino moguce rjeSenje je f(x) = cx + ‘”—; i lako se provjeri da je to stvarno rjeSenje
polazne jednadzbe.

2. Kad uvrstimo y = 0 dobijemo xf(0) = zf(x)f(0), odnosno f(0) = f(x)f(0) za sve = koji nisu jednaki
0. Ako f(0) # 0, onda je f(z) = 1 za sve © # 0 i lako se provjeri da je to jedno rjeSenje. Ako je
f(0) = 0, uvrstimo x = y # 0 i dobijemo 2z f(x) = 22 f(x)?> = f(x) = 0,1 za sve x # 0. Ako postoje
a#0,f(a)=0ib#0,f(b) =1, uvrstimo x = a,y = b i dobijemo af(b) = 0, kontradikcija. Dakle, jedina
rjeSenja su f(z) = 0,f(x) =1 zaxz # 01 f(0) = ¢ gdje je ¢ bilo koji realni broj. Lako se provjeri da su to
rjeSenja.

3. Zamijenimo li z i y, dobijemo da je funkcija parna. Sad moZemo umjesto y uvrstiti —y, dobijemo f(z—y) =
flxz+y) zasve z,y € R, dakle, funkcija je konstantna. Provjerom se dobije da su jedine moguce konstante

01il.
4. Uvrstimo li 2 u jednadzbu, dobijemo 2f(1) 4+ f(z) = 1. Dakle, dobili smo sustav 2 jednadzbe s 2
1 2_g
nepoznanice s jednistvenim rjeSenjem f(z) = 213 =, f(1) = =3=. Dakle, jedino moguce rjesenje je

_1
T

flx) = 29”3 . Provjerom se dobije da je to stvarno rjeSenje polazne jednadzbe.

5. Uvrstimo li y = 0, dobivamo
lf(@)] = [z] = f(z) 22

To znadi da je
fMHz1= f1)=1

Uvrstimo li sad y = 1, dobivamo
1-f@)| 21—z = fl@)<z
Kako imamo f(x) > = 1 f(z) < z, jedino moguée rjeSenje je
flx) ==
i lako se vidi da ono zadovoljava jedndzbu.

6. Pretpostavimo da je za neki a f(a) > a. Tada zbog rastucosti vrijedi

f(f(a)) > f(a) > a

$to nije moguce. Slucaj f(a) < a se rjeSava analogno.
Dakle, jedina moguc¢nost je f(x) = z za sve € R 1 lako se vidi da ono zadovoljava jedndzbu.

7. Jedna rjeSenja su f(x) = 11 f(z) = x za sve 2 € Rt. Inace postoji a takav da je f(a) # 1. Sada vrijedi
F@)T) = f(a™) = f(a*)!¥) = f(a)/ W — flay) = f(2)f(y)
jer f(a) # 1. Sada je
F@)f&H) = f(atY) = f(a®) f(a¥) = f(a)/ ) (@)W = f(a)f DT — f@+y) = f(z) + f(y)

jor fla) # 1.
Iz jednadzbe f(zy) = f(z)f(y) se dobije

dakle

pa dobivamo
fl@+a)=fx)+ fla) 2 f(z),a>0
odnosno funkcija je rastu¢a. Dakle, dobili smo uvjet monotonosti na Cauchyevu funkcijsku pa je jedino
rjeSenje f(x) = cx,z € RT,c € RT.
Provjera: ca¥ = cx® — ¢ =1, dakle jedina su rjeSenja f(z) =11 f(z) = z.



8.

10.

11.

Uvrstimo li z = y, dobivamo
fz) =2

s druge strane za svaki x postoji neki a t.d.
f(x) =24z — fla) = 2 +ad* <202 = a=12 = f(z)=2%,2€R
Lako se vidi da je to zbilja rjeSenje jednadzbe.

Uvrstimo li z = 0, dobivamo

fFw) =yyeR
Uvrstimo li sad y = f(0), dobivamo

f@@?) = f(0) — 2
odnosno

F(@) = £(0) — 2,2 >0

Sad mozemo u podetnu jednadzbu uvrstiti takav = da je 2% + f(y) > 0 i onda imamo
y—a®=f(0)—2® - f(y) = f(z)=f(0) —z,x€R
Lako se vidi da to stvarno jest rjeSenje jednadzbe.

Uvrstimo li y = 1, dobivamo
fle+1)=flz)+1
§to znaci da je
Fz) =241

za sve cjelobrojne z i da je

flea+2)=f(z)+2

za sve racionalne z i cijele z (ova zadnja tvrdnja se lako dokaZe indukcijom). Ako sada uvrstimo z = = i

ISH k]

y = q, gdje su p i q cjelobrojni, dobivamo

p+1:f<p>:<q+1>f<§>—f(§>—q+1:qf<§>—q+1 — f<§>:% — fla)=z+1

za sve racionalne x. Lako se vidi da je to stvarno rjeSenje jednadzbe.

Jedno rjesenje je f(x) = 0 za sve x. Pretpostavimo sad da postoji a takav da f(a) # 0. Pretpostavimo
da je f(a) > 0, drugi slu¢aj se rjeSava analogno.

Uvrstimo li = y, dobivamo f(0) = 0. Uvrstimo lisad z iy takve dajex+y=a iz —y =k, gdje je k
bilo koji broj, dobivamo da funkcija moZe posti¢i sve nenegativne vrijednosti.

Uvrstimo li zamijenjene z i y u jednadzbu, dobivamo

f(F @) = fy) = F(fly) = f(2) = [f(2) = f(=2)

za sve z zbog djelomi¢ne surjektivnosti.
Sad uvrstimo y = —y i dobivamo

Dakle jedino moguce rjeSenje je f(z) = ca*.

Provjera:
2

A® -y =clw -y @+y)?’ = c=1

U drugom slucaju se dobije ¢ = —1. Dakle, jedina su rjesenja f(z) = 0, f(z) = 22, f(z) = —a2.



