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Uvod

Dosad ste se upoznali s osnovnim nejednakostima medu sredinama tzv. K AGH nejednakostima, te éemo

.....

nejednakost u matematici, Cauchy-Schwarzovu neJednakost.

Teorem 1 (Cauchy-Schwarzova nejednakost). Neka su aq,...,an,b1,...,b, proizvolini realni brojevi. Tada
vrigedi nejednakost

(a3 4 ... +a2) b+ ... +b2) = (arhy + ... + anby)?. (CS)
Jednakost se u gornjoj nejednakosti postiZe ako i samo ako su n-torke (a1,...,an), (b1,...,b,) proporcionalne,

tj. postoji A € R takav da je
ai:)\bi, 7,:1,,71

Cauchy-Schwarzova nejednakost ima lijep elementaran dokaz koji ¢emo ovdje pokazati. Ipak, napominjemo da
su za shvac¢anje ovog dokaza potrebna neka osnovne ¢injenice o kvadratnoj funkciji koja se uce u 2. razredu (te
da nam za daljnje rjeSavanje zadataka vezanih uz ovu nejednakost njen dokaz, kao ni spomenute ¢injenice, neée
trebati).

Dokaz Cauchy-Schwarzove nejednakosti. Promatrajmo funkciju f: R — R definiranu sa

flx) = Z(ax—l—b <Za>x2+<22aibi>x+<2b?>.

i=1

Buduéi da vrijedi f(x) > 0 za svaki € R, diskriminanta ove kvadratne funkcije mora biti manja ili jednaka
nuli pa imamo

4larhy + ...+ anby)? —4(ad 4+ ... Fa) (b + ... +12) <0
S (arby + ... Faphy) < (@2 +...+a2) (V2 + ... +D2).

Ukoliko vrijedi jednakost, onda je diskriminanta funkcije f jednaka nuli, pa f ima dvostruku nulto¢ku xzy € R,

odnosno
n

Z(aixo—#bi)Z:O(:)aixo—t—bi:O, 1=1,....n

1=1
S b =—a;xg, i=1,...,n,

pa vidimo da su n-torke (a1,...,ay,) i (b1,...,b,) proporcionalne.
Obratno, ukoliko postoji A € R takav da je b; = Aa;, i = 1,...,n, slijedi

n

F@) =3 (s + hag)? <Za ) 1 )2

i=1

pa vidimo da f ima u —A dvostruku nultocku. Dakle, diskriminanta od f je jednaka nuli, tj. vrijedi jednakost
u gornjoj nejednakosti.



Prije nego $to nastavimo sa zadatcima vezanima uz Cauchy-Schwarzovu nejednakost, napomenimo jo$ par stvari.
Cauchy-Schwarzova nejednakost se u literaturi ponekad naziva i nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog.
Ako Internetu trazite Cauchy-Schwarzovu nejednakost, vjerojatno ¢ete naic¢i na nejednakost koja (na prvi po-
gled) nema veze s ovom koju smo gore naveli. Razlog tome jest $to se u (visokoskolskoj) matematici pod
Cauchy-Schwarzovom nejednakosti podrazumijeva nejednakost dosta opéenitija od one koju smo iskazali u te-
oremu (to¢nije, nejednakost (CS) jest specijalan slucaj te opcenitije nejednakosti) i za shvac¢anje te nejednakosti
potrebno je razumijevanje nekih pojmova koji se obi¢no ucée na prvoj godini studija matematike i srodnih podru-
&ja. Ipak, Cauchy-Schwarzova nejednakost je jedan od osnovnih (i prvih) rezultata s kojim se susretne svatko
tko ozbiljnije prou¢ava matematiku.

Zadatak 1.

Pomoéu Cauchy-Schwarzove nejednakosti mozemo dokazati i neke nejednakosti medu sredinama. Uzimanjem
proizvoljnih nenegativnih realnih brojeva ay,...,a,1b; = ... = b, = 1 te koristenjem Cauchy-Schwarzove nejed-
nakosti dokazite K A nejednakost. Sli¢no, za proizvoljne pozitivne realne brojeve ay,...,a, i by = =,...,b, =

a e
ai dokazite AH nejednakost.

RijeSeni zadatci

Sada ¢emo pokazati kako se sve Cauchy-Schwarzova nejednakost primjenjuje u dokazivanju nejednakosti u
natjecateljskim zadatcima.

Zadatak 2.
Neka su ay, ..., a, realni brojevi, a b1, ..., b, pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost
2 2 2 2
a a a a+...+a
b1 by b, bi+...+0b,
Rjesenje.
Vrijedi

(o) () o () ) () ()" ()

s 2
> (a1 +az+...+an),

pa zadana nejednakost slijedi dijeljenjem s by 4+ b2 + ... + by.

Nejednakost iz prethodnog zadatka je tzv. Engel forma Cauchy-Schwarzove nejednakosti i ona se takoder
Gesto koristi kod dokazivanja nejednakosti.

Zadatak 3.
(Nesbittova nejednakost, drugi put) Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost

w

a n b n c
b+c¢c c+a a+b” 2

Rjesenje.
Nejednakost je ekvivalentna s

N | ©

N N S
b+c c+a a+b -

< (a+b+c) ! + ! + ! >9
¢ b+c¢ c¢c+a a+b) 2

No vrijedi

1 1 1 cs
b g g l L+ b > 9,
(()+(>+((+0)+<(1+))><b+c+c+a+a+b> '

a odavde slijedi posljednja nejednakost.



Uoc¢imo kako smo u prethodnom zadatku Cauchy-Schwarzovu nejednakost iskoristili kako bismo se "rijesili na-
zivnika" u dugom faktoru posljednje nejednakosti. Ovo je vrlo ¢esta primjena Cauchy-Schwarzove nejednakosti
i u sljede¢em éemo zadatku napraviti sliénu stvar.

Zadatak 4.
Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite nejednakost
1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c)  b(ct+a) Bla+b)” 2

Prvo rjesenje.

(a“(bl—k c) N bi‘(cl—i- a) - c3(a1+ b)> (a(b+ ) +bleta) +cla+D)) (g (é - % N %)

(ab+bc+ca)2

1 1 1 (abc)? ab + be +ca AG 3 3 3
: f : Z = > S ¥/(abe)? = <.
T @0t Pleta)  @atb)” Aab+tbetca) 2 3 Viabe)? =3

Drugo rjesenje.
Uvedimo supstituciju

1 1 1

a=—,b=— c=—-

x Y z

Uocimo da je xyz = 1 i zadana nejednakost postaje
2 2 2

T 1 z 3
+X 4 >
y+z z4+x x+y 2

Ova nejednakost slijedi iz Engel forme i AG nejednakosti

z? y? z? . (z+y+2)°

+ - >
y+z z+zx x4y 2@x+y+z)

N o

1 Ac 3
=g5@ty+z) > SYayz =g

Zadatak 5. 1 1
Neka su x,y, z realni brojevi strogo veéi od 1 takvi da je — + — + — = 2. Dokazite da vrijedi
x Yy z

VitytzzvVe—1+\y—1+vz—1

RjesSenje.
Vrijedi

_1 1 _1 cs 2
(xT +yy +ZZ )(:17+:U+Z)><\/1‘*1+\/1€/*1+\/Z*1>

1 1 1 2
s(3-=+-+>)(z4+y+2)> (Vo — — — ,
(3 m+y+z)(l+y+7)/(\/£ T+yy—1+Vz 1) ;

a odavde slijedi zadana nejednakost.

Zadatak 6.
Neka je P: R — R polinom s pozitivnim koeficijentima. Ukoliko vrijedi nejednakost

r() 7w

za x = 1, onda ta nejednakost vrijedi za svaki x > 0. Dokazite.

Rjesenje.
Neka je P(x) = anx™ + an_1z" '+ ...+ arx 4 ao, an,...,a0 > 0. Uvjet zadatka povlaci
1 2
an+...+a0>2 ——— S (an+ ...+ a > 1.

0 an + ...+ ao ( 0)

Neka je sada > 0 proizvoljan. Imamo
1 an n cs 2
P P(x) = (w—n—k...—kao) (anz™ +...4+ao) = (an+...+ao0)” =1,

a odavde dijeljenjem s P(x) > 0 slijedi zadana nejednakost.



Zadatak 7.
Neka su a, b, ¢, «, 8,7 pozitivni realni brojevi i neka je a + 5 + v = 1. Dokazite nejednakost

aa+ Bb+ e+ 2/ (afB + By +ya)(ab+ be+ca) < a+b+c.

Prvo rjesenje.

aa+ Bb+ e+ 2v/(af + By + va)(ab + be + ca)

5
< Va2 + 02+ /a2 + B2 + 42 + /2(ab + be + ca) - /2(aB + By + ya)

5
< Va2 + b2+ ¢ +2(ab+ be + ca) - /o + B2 + 2 + 2(af + By + va)
=(a+b+c)-(a+B+y)=a+tb+tec,

pri ¢emu smo primjenjivali Cauchy-Schwarzovu nejednakost najprije na trojke (a,b,¢) i (a, 8,7), a zatim na

<\/a2 + b2 + 2, \/Q(aberchca)) i <\/on + B2 ++2,1/2(afB +,6"y+'ya)).

Drugo rjesenje.

Nejednakost mozemo dokazati i koriste¢i nejednakosti medu sredinama. Naime, uo¢imo da ako nejednakost vrijedi za
brojeve a,b, ¢, tada ona vrijedi i za brojeve ka, kb, kc, gdje je k > 0 proizvoljan (vrijedi i obrat, tj. nejednakost se ne
mijenja ako brojeve a, b, ¢ pomnozimo nekim realnim brojem k). KaZemo da je zadana nejednakost homogena po a, b, c.
Zato bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti a + b+ ¢ = 1 (naime, ako je a + b+ ¢ = s, onda uzmemo k = %, tj.
promatramo brojeve %, i’, < €iji je zbroj jednak 1 - ukoliko pokazemo da za ove brojeve vrijedi nejednakost, ona vrijedi i
za pocetne a, b, c). Ovo opcéenito smijemo raditi kod homogenih nejednakosti (tj. onih nejednakosti koje se ne mijenjaju
ukoliko varijable pomnozimo nekim realnim brojem).

Sada imamo

AG
aa + b+ e+ 2/ (aB + By +ya)(ab + be+ ca) < (aa+ Bb+~e) + (af + By +va) + (ab + be + ca)

AG 1, o . 1, - . 1, - .
< 3 (oz2+az) + 5 (ﬁz+b2) + 3 (72+cz) + (B + By + va) + (ab + be + ca)
1 1
= §(ow-[ijw)ﬂ- §(a+b+c)2 =l=a+b+ec
Zadatak 8.
Dokazi da za sve realne brojeve z1,...,x, vrijedi nejednakost
1 To Tn
+ + ...+ < vn.
1+2? 1422 +23 1+22+... +a2 Vi
Rjesenje.
Oznacimo lijevu stranu nejednakosti sa L. Vrijedi
cs 1
L < n
(2l 4ol (1+.L SRR G +...+x%)2>
1
g e
(bL (1 1+r1+...+m%)
< - = JL% n<n
ol 1+x§ 1+22 7
a odavde slijedi trazena nejednakost.
Zadatci za vjezbu
Zadatak 9.
Neka su aq,...,a0,,21,...,T, nenegativni realni brojevi i neka je a; + ...+ a, = 1. Dokazite nejednakosti

ay an 1
— ..+ — 2= ,
(a) X1 + + T a1xr1+ ... +apxy

(b) a1z1 + ...+ apzy, < Var7? + ...+ a,a.



Zadatak 10.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve x,y, z takve da je x + y + 2z = 1 vrijedi nejednakost

x? y? 22 1

x+y+y—|—z PR

Zadatak 11.
Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, c > 0 takve da je a? + b? + ¢ = 3 vrijedi nejednakost

1 1 1 3

> 2.
1+ab+1+bc+1+ca 2

Zadatak 12.
Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, x,y, z vrijedi nejednakost

T y z 3
+ + 2 .
ay+bz az+bxr ar+by  a+bd

Zadatak 13.
Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d vrijedi nejednakost

a+b+c+d>2
b+c¢ c¢+d d+a a+b” 7

Zadatak 14.
Odredite najvecu vrijednost realne konstante § takve da za sve pozitivne realne brojeve z,y, z takve da je

T\ yz +yvze + z/ry 2 1

vrijedi nejednakost x +y + z > 4.

Zadatak 15.
Neka su hg, hy, he duljine visina trokuta ABC i r duljina radijusa upisane kruznice tog trokuta. Dokazite

nejednakost
ho + hy + he = 9.

Kada vrijedi jednakost?



Rjesenja zadataka za vjezbu

Rjesenje zadatka 9.

e . . ay Qp .
(a) Primijenimo Cauchy-Schwarzovu nejednakost na n-torke [ —, ...,/ — i \/a121, ..., /anZn
x1 Tn

a an cs
(1—1—...—1—) (a1z1 + ...+ apzy) = (a1+...+an)2:1,
T Tn

odakle slijedi zadana nejednakost.

(b) Primijenimo Cauchy-Schwarzovu nejednakost na n-torke \/ay, ..., /a, i \/a12%,...,\/a,a2

2 2 s 2
(@i + ...+ anzy) (a1 + ...+ an) = (@@ + ...+ apzn)?,

odakle korjenovanjem slijedi zadana nejednakost.

Rjesenje zadatka 10. Nejednakost slijedi direktno iz Engel forme

2 2 2 2
v z >(J:+y+z) 1

+ > .
x4y y+z z+zx 2zx+y+z) 2

Rjesenje zadatka 11. Primijenimo na lijevu stranu zadane nejednakosti Engel formu

1 1 1 32 9 9

3

= > === -
1+ab+1+bc+1+ca 3+ab+bc+ca” 3+a?+b2+c2 6 2
R.

Pritom smo koristili nejednakost 22 4+ y? + 22 > a2y + yz + 2z koja vrijedi za sve x,y, 2z €

Rjesenje zadatka 12. Vrijedi

T Y z CSs 9
b b b S
(alen+9) + ytaz 4 00) 4 slar o) (2 b Lt 2 ) Sy

x n Y n z
ay+bz az+bxr ax+by

<:>(a—|—b)(xy+yz—|—zx)< >>(z+y+z)2.

Zbog nejednakosti 22 +y? + 2% > zy+yz+zx za x,y, 2 € R vrijedi (z+y+2)? = 3(xy+yz+2x). Uvritavanjem
u posljednju nejednakost i dijeljenjem s (a + b)(zy + yz + zz) dobivamo zadanu nejednakost.

Rjesenje zadatka 13. Primijenit ¢emo Engel formu. Imamo

a b c d _ a® b? c? d?
b—|—c+c+d+d—|—a+a+b N ab+ac+bc+bd+cd—|—ac+ad+bd

S (a+b+c+d)?
~  ab+ac+bec+bd+cd+ ac+ ad+ bd
_ (a+b+c+d)?
~ (ab+ac+bd + cd) + (ac + be + ad + bd)
B (a+b+c+d)?
 (a+d)(b+e)+ (a+b)(ctd)
AG (a+b+c+d)?

2 =

1
(a+b42rc+d)2 N (a+b;rc+d)2 Iy =2

Ll



Prvo rjesenje zadatka 14. Vrijedi

(eviz +yvem +2vmy)° = (Vo JayE+ Vi VarE + vz agE)

cs

< (z4+y+2)-3xyz

AG r+y+2)°3
1 4

= §(x+y+z).

1
Dakle, vrijedi z4+y+2 > V3. Buduéidazaz =y =2 = ﬁ vrijedi 9z +y/ze+ 2Ty = liz+y+2 = /3,

otito je v/3 najveci takav broj, tj. § = v/3.

Drugo rjesenje zadatka 14. Vrijedi

st yVreta/ry = VayR(Ve+ V)

3
€ () (E i)

~X

= SV VIV

KA 1] r+y+z 2
R e e 2,
T ( 3 ) 3(x—|-y+z)

Sada kao u prvom rjesenju slijedi 6 = /3.

1
Prvo rjesenje zadatka 15. Neka je s = §(a + b+ ¢) poluopseg tog trokuta. Za povrsinu P tog trokuta vrijedi

1 1 1
P = = — o= = = — c.
rs 2ah 2bhb 20h

Sada imamo s
(ha +hy +he)(a+b+c) = (V2P + V2P +V2P)?> = 18P = 18rs

= (hq + hp + he) - 25 > 18rs,

a odavde slijedi zadana nejednakost.
Jednakost vrijedi kada se postize jednakost u Cauchy-Schwarzovo] nejednakosti, tj. ako i samo je h, = Aa, hy =
Ab, h. = Ac za neki A > 0. No tada

1 1 1
P = -2 = = \B? = A
2™ T 27

odnosno a = b = ¢. Obrat ocito vrijedi (tj. za a = b = ¢ se lako vidi da se postiZze jednakost) pa zaklju¢ujemo
da jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.

Drugo rjesenje zadatka 15. Nejednakost moZzemo dokazati i koristeéi nejednakosti medu sredinama. Naime, u

svakom trokutu vrijedi jednakost
LR S
he  hy he 1
pa zadana nejednakost slijedi primjenom AH nejednakosti na hg, hp, he.
Jednakost vrijedi kada se postize jednakost u AH nejednakosti, a to je ako i samo ako h, = hy = h., odnosno

a=b=c.



