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Uvod

Dosad ste se susreli s nekim tipovima (uglavnom linearnih) jednadzbi i sustava jednadzbi i naucili ih rjesavati.
Cilj ovog predavanja jest pokazati neke ideje za rjeSsavanje nekih netipi¢nih jednadzbi i sustava koji se pojavljuju
na natjecanjima. Sadrzajno, ovo predavanje ne donosi niSta novo, ali primjenjuje tehnike koje su izloZene u
ranijim predavanjima:

~~ Algebarski izrazi. Kod rjeSavanja raznih jednadzbi i sustava Cesto su korisne supstitucije kao i zbrajanje
(oduzimanje, mnoZzenje, ...) pojedinih jednadzbi sustava. Takoder, faktorizacija jednadzbe (pogotovo ako
dobijemo da je produkt faktora jednak nuli) moZe igrati izrazito veliku ulogu. Za sve je ovo potrebno
izrazito dobro poznavanje osnovnih identiteta medu algebarskim izrazima.

~+ Nejednakosti. Ponekad jednadzbu moZemo prikazati kao grani¢ni sluc¢aj neke nejednakosti (tj. slucaj u
kojemu se u toj nejednakosti postize jednakost) i to iskoristiti kako bismo izvukli neke nove zakljucke (ili
direktno dobili rjesenja jednadzbe).

~+ Djeljivosti © kongruencije. Ukoliko trazimo sva cjelobrojna ili prirodna rjeSenja neke jednadzbe ili sustava
(npr. kada rjesavamo neke diofantske jednadzbe), mogu nam pomo¢i i €injenice iz djeljivosti i racun s
kongruencijama.

Zato, ukoliko ste zaboravili neke od gore navedenih stvari, svakako preporu¢amo da ih se prisjetite uz pomoé
prethodnih predavanja.

Zadatci 1 rjeSenja

Zadatak 1.
Nadite sva realna rjesenja jednadzbe:

1 1 1 1 4

22 g6 T8 T g2 T 7

Rjesenje.

Jednadzbu ¢emo preurediti tako da lijevu stranu zapisemo u obliku sume dva kvadrata:
1 2 1 1 2 1
— =+ 7+ —-——=+—=5=0

x2 x7 xl2 26 x7 x8

Odavde slijedi kako oba pribrojnika moraju biti jednaka nuli:

1 1 y
—— = =0=>2"—z2=0 = z("'-1)=0;

r b
1 1
——5=0=2z-1=0= =1
T x
Buduéi da rjeSenje mora zadovoljavati obje dobivene jednadzbe, vidimo da je x = 1 jedino realno rjeSenje zadane

jednadzbe.



Zadatak 2.
Nadite sve realne brojeve x, vy, z koji zadovoljavaju jednadzbu

227 + 5y + 2% —day + 2x2 + 2y + 1 = 0.

Zadatak 3.
Nadite sva realna rjesenja jednadzbe
(1617200 4 1) (y200 4 1) — 16(.’17y)100.

Zadatak 4.
Nadite sva realna rjesenja jednadzbe

V322 + 120+ 28 4+ /222 + 8z + 33 = —22% — 8z + 1.

Rjesenje.

Uputa: svaki od triju kvadratnih trinoma prikazite u obliku zbroja kvadrata i nekog realnog broja te uocite kako je lijeva
strana veca ili jednaka od /16 + /25 = 9, a desna manja ili jednaka 9. Odavde ¢e slijediti da je z = —2 jedino rjesenje
zadane jednadzbe.

Zadatak 5.
Nadite sva realna rjesenja jednadzbe

4% + 9% + 25 = 6% + 10" + 15*.

Zadatak 6.
Nadite sva realna rjeSenja sustava jednadzbi

(x+y)(r+y+2)=90
(y+2)(x+y+2) =105
(z4+ax)(x+y+2) =255

Rjesenje.
Zbrajanjem jednadzbi dobivamo
2z +y + 2)* = 450,

a odavde slijedi x +y + z = 15 ili * + y + z = —15. Uvrstavanjem u zadani sustav dobivamo dva sustava jednadzbi
z+y=6 r+y=—6
y+z=7, y+z=-7
r+2=15 r+z=-15

a oba mozemo rijesiti tako da sve tri jednadzbe sustava zbrojimo, dobivenu jednadzbu podijelimo s 2 i od nje redom
oduzimamo svaku jednadzbu sustava. Dobivamo da su (z,y,2) = (8,-2,9) i (z,y, 2) = (—8,2,9) sva rjeSenja sustava.

Zadatak 7.
Nadite sva realna rjeSenja sustava jednadzbi

z+y+zy=19
y+z+yz=11
z+x+ze =14

Zadatak 8.
Ako je n > 3, nadite sva realna rjeSenja sustava jednadzbi

23— 29y =0
X3 — a1 1y =0



Zadatak 9.

Odredite sve realne brojeve z1,...,x, takve da vrijedi
ry T2 - Tn
r1+1  x+3 T oz, +(2n—1)

T+ T2+ ...+, =8
Zadatak 10.
Realni brojevi zadovoljavaju jednadzbe
2 =322+ 5 —17=0,
P =3y +5y+11=0
Koliko je = + y?
Rjesenje.

2. Uputa: zbrojite i oduzmite zadane jednadzbe te iskoristite formule za kvadrat i kub binoma, razliku kvadrata i kubova
te zbroj kubova.

Zadatak 11.
Neka je a € R. Nadite sva realna rjeSenja jednadzbe

Vr+a+Vr+a+1+vVr+a+2=0.

Zadatak 12.
Nadite sva realna rjeSenja jednadzbe
ot 4yt + 2 = dayz — 1.

Rjesenje.
Primijenimo AG nejednakost na (nenegativne) realne brojeve z*, y*, 2%, 1:
4 4 4 \
Tty +2 +146
y4 > Vatytat =|ayz| > ayz.

Sada vidimo kako zadana jednadzba predstavlja grani¢ni sluc¢aj kod obje od navedenih nejednakosti, tj. u obje nejed-
nakosti moraju vrijediti jednakosti. Buduéi da se nejednakost u AG nejednakosti postize ako i samo ako su svi ¢lanovi
medusobno jednaki, dobivamo dva uvjeta:

19 gt =yt =21 =1,

2° |zyz| = zyz.

Raspisivanjem ovih uvjeta dobivamo rjeSenja jednadzbe: (z,y,z) € {(1,1,1),(-1,—-1,1),(-1,1,-1),(1,—-1,—1)}.

Zadatak 13.

Nadite sve pozitivne realne brojeve x1, xs, ..., x, koji zadovoljavaju sustav jednadzbi
T2 x3 T n
T+ttt =
P2 T g2 2 n+1
1 1 1 n

22.’21 + 322172
Zadatak 14.
Nadite sva realna rjeSenja sustava jednadzbi

(14 42?)y = 422
(14 4y?)z = 42?
(14 422)z = 4y?

Rjesenje.

MnoZenjem jednadzbi i faktorizacijom dobivamo zyz ((1+ 42”)(1 + 4y*)(1 + 42°) — 64zyz) = 0. Odavde ve¢ dobivamo

jedno rjesenje, (0,0,0). Iz jednadzbe (1 + 42%)(1 + 4y*)(1 + 42%) = 64zyz primjenom AG nejednakosti na svaki faktor
11

na lijevoj strani dobivamo da je (3, 3, %) jos jedno rjeSenje.



Zadatak 15.
Nadite sve nenegativne realne brojeve z,y koji zadovoljavaju sustav jednadzbi

30°+y 4 gv+e — 1458
VI + g =2V2

Zadatak 16.
Nadite sve pozitivne realne brojeve x1, ..., 2100 koji zadovoljavaju sustav jednadzbi
1
r1+—=4
T
1
o+ — =1
T3
1
Tgg + —— =1
100
1
Tio +— =4
Ty
Zadatak 17.

Rijesite jednadzbu u skupu Ny:
m? +n? = (m+n).

Zadatak 18.
Nadite sve z,y € Z koji zadovoljavaju jednadzbu
z? + y? = 540.
Zadatak 19.
Dokazite da je jedino rjeSenje jednadzbe
23 4 23 + 423 = 6ayz

uskupu Z danos z =y =2z =0.



Rjesenja nekih zadataka

Rjesenje zadatka 2. JednadZzba se moze zapisati u obliku (z — 2y)? + (z + 2)? + (y + 1)? = 0, a odavde slijedi
da je (z,y,2) = (—2,2,—1) jedino rjeSenje.

Rjesenje zadatka 3. Uvedimo supstituciju a = 42190, b = 4'%. Sredivanjem jednadzbe dobivamo
(ab—1)*+ (a—b)? =0,

a odavde slijedi ab = 1 i a = b. Iz ova dva uvjeta imamo b = 1, a kako je b > 0, slijedi b = 1, tj. y = £1. No,
sada iz uvjeta ab = 1 imamo

100

a=1= 42" =1 = ==

1
5\0/5'

Dakle, sva rjeSenja zadane jednadzbe dana su s
1 1 1 1
xz, € lari ) 177~7 ) 71a~7 ’ 71a77

Rjesenje zadatka 5. Uputa: iskoristite nejednakost a? + b% + ¢ > ab + bc + ca koja vrijedi za sve realne brojeve
a,b,c. © =0 je jedino realno rjesenje zadane jednadzbe.

Rjesenje zadatka 7. Uputa: svakoj jednadzbi sustava dodajte 1 i zatim faktorizirajte lijevu stranu svake jed-
nadzbe. Sva realna rjeSenja sustava su (z,y, z) = (=6, —5,—4) i (z,y,2) = (4,3,2).

Rjesenje zadatka 8. Uputa: razlikujte slucajeve kada je n = 3 i n > 3. Druge pribrojnike u svakoj jednadzbi
premjestite na desnu stranu i pomnozite tako dobivene jednadzbe.

Rjesenje zadatka 9. Uputa: uocite da za sve 4,5 € {1,2,...,n} vrijedi

ZT; T

i+ (20 —1)  x;+(25—1)

ST Xy = (2i—1): (2j—1).

Uz koriStenje ¢injenice da je zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva jednak n?, dobivamo rjesenje

8(2k —1)

2 , k=1,...,n.

T =

Rjesenje zadatka 11. Uvedimo supstituciju p = x4+a,¢q =x+a+ 2. Tadajex +a+1 = p—;q i jednadzbu
moZemo zapisati u obliku

3 3/0 — _ 2 m
SRR .
Kubiranjem ove jednadzbe i sredivanjem dobivamo

I+ ) (V5 + i+ V) = 0.
Zato imamo dvije moguénosti
1° ¥p+1=0 = p=—q = v=—-a—1,
2° Y2+ ypa+ Ve =0.

MnoZenjem ove jednadzbe s §/p — /q i koriStenjem formule za razliku kubova dobivamo p = ¢, tj. 0 =2,
pa vidimo kako ova jednadzba nema rjesenja.

Dakle, jedino rjeSenje zadane jednadzbe je x = —a — 1.



Rjesenje zadatka 13. Zbrajanjem zadanih jednadzbi i primjenom AG nejednakosti dobivamo
2n n 1 n To n 1 n n Ty + 1
=(a14+ — 4+ —— e — 4+ —
n+1 P92, 22 (324 n?  (n+1)2%x,
AG 1 To 1 Tn 1
2201 s+ 2 55 eyt 2 S
1 2214 + 22 (3224 ot n? (n+1)%z,
DY (R
S 7\1-2 0 2-3 77 n(n+1)

_of1— 1 _ 2n'
n+1 n—+1

Odavde vidimo da se u svakoj od AG nejednakosti mora postizati jednakost, pa zato imamo

Tk 1
T L p—1,...
2 (k+1)2xk7 ’ ,n
.
k
Tk k‘i’l, ) y 1

Rjesenje zadatka 15. x = y = 2. Uputa. Primijenite dvaput KA nejednakost na drugu jednadzbu kako biste
dobili nejednakosti
r4y>4, 22 +y? >8.

Sada primijenite AG nejednakost na lijevu stranu prve jednadzbe i uocite kako je ta jednadzba grani¢ni slucaj
te jednakosti.

Rjesenje zadatka 16. x = 2 za neparan k, a x = % za paran k, k = 1,2,...,100. Uputa: pomnozite sve
jednadzbe sustava i primijenite AG nejednakost na svaki od faktora na lijevoj strani dobivene jednadzbe.

Rjesenje zadatka 17. Jednadzbu ¢emo malo preurediti
(m+n)? =2mn=(m+n)® & —2mn=(m+n)*(m+n—1).

Zbog —2mn < 0i (m + n)? > 0 vidimo da mora biti m +n —1 < 0, tj. m +n < 1. Odavde ispitivanjem
dobivamo da su sva rjesenja u skupu Ny dana s (m,n) € {(0,0),(1,0),(0,1)}.

Rjesenje zadatka 18. Uputa: najprije uocite kako x i y moraju biti parni, tj. x = 2z iy = 2y;. Sada dijeljenjem
jednadzbe s 4 dobivamo
x} +yi = 135.

No, ova jednadzba nema cjelobrojnih rjeSenja. Prisjetite se, 0 i 1 su jedini kvadratni ostaci modulo 4, dok je
135 = 3 (mod 4).

Rjesenje zadatka 19. Pretpostavimo suprotno. Tada bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je
najvedi zajednicki djelitelj brojeva x,y, z jednak 1 (u suprotnom, kada bi njihov najveéi zajednicki djelitelj bio
jednak m > 1, tada bi i brojevi =, £ = takoder zadovoljavali zadanu jednadzbu i njihov bi najveci zajednicki
djelitelj bio jednak 1). Kako je na desnoj strani jednadzbe paran broj, i na lijevoj strani jednadzbe takoder
mora biti paran broj. Odavde vidimo da x mora biti paran, tj. = 2x; za neki 1 € Z. UvrStavanjem u
jednadzbu i dijeljenjem s 2 dobivamo

4a3 + 3 +22% = 621 y2.

Sada sli¢no zaklju¢ujemo kako y mora biti paran, tj. y = 2y;. Ponovnim uvrstavanjem i dijeljenjem s 2 dobivamo
23::13 + 4y§’ +23 = 6x1y12.

Sada zaklju¢ujemo da i z mora biti paran. No, to je kontradikcija s pretpostavkom da je najveéi zajednicki
djelitelj brojeva x,y, z jednak 1. Dakle, jedino rjeSenje zadane jednadZbe u skupu Z zaista je x =y = z = 0.



