Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
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Hrvatsko matemati¢ko drustvo

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA

prvi dan

9. travnja 2011.

1. Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b i ¢ za koje je a + b + ¢ = 3 vrijedi

a? b? 2 3
>

a+b2+b+c2+c+a2 Z 9

2. Na nekoj zabavi medu bilo koje ¢etiri osobe postoje tri koje se sve medusobno
poznaju ili postoje tri koje se medusobno ne poznaju. Poznanstva su uzajamna.
Dokazi da se svi sudionici te zabave mogu smjestiti u dvije prostorije tako da se u
jednoj prostoriji svi medusobno poznaju, a u drugoj nitko nikoga ne poznaje.

3. U trokutu ABC' s tezistem T i srediStem opisane kruznice O vrijedi OT 1L AT.
Neka je A’ drugo sjeciste pravca AT i kruZnice opisane trokutu ABC. Neka je
tocka D sjeciste pravaca BA' i AC, a tocka F sjeciste pravaca CA’ i AB. Dokazi
da srediste kruznice opisane trokutu ADFE lezi na opisanoj kruznici trokuta ABC'.

4. Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi razli¢iti od 1. Definiran je niz

2 2
T, 4+ T, _

L =a To=0D X, = L T2 n > 3.

1 ) 2 ) n 7 e =
n—1 n—2

Dokazi da niti jedan ¢lan x,, ovog niza, osim prva dva, nije prirodni broj.



HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
prvi dan

Rjesenja zadataka

Zadatak 1.
Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b i ¢ za koje je a + b+ ¢ = 3 vrijedi
a? b? c? 3
>

a+b2+b—|—02+c—|—a2 Z 9

Prvo rjesenje.
2

Clan nE mozemo zapisati na sljedeéi nacin:
a
a? a(a+ b*) — ab? ab?
= = q —
a+ b? a+ b? a+ b?
A;G 0 ab? _ b\/6

a2

Ako i druga dva ¢lana lijeve strane trazene nejednakosti ocijenimo na isti nacin dobijemo
da vrijedi:

a? b? c? by/a cvVb ay/c
> la——— b——— - —
t P brE ot (“ 2 )+< 2 )+(C 2 )

(wa + Vb + a\/E)

1
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:3—%<b\/5+0\/l_7+a\/5>.

Uvedemo li supstituciju = = y/a, y = Vb i z = 1/c, vidimo da je dovoljno dokazati da je

3— % (zy? + y2* + 22%) > g,
odnosno zy? + yz? + zz? < 3, pri ¢emu je 2% + y? + 2% = 3.
Sada imamo:
3 (my2 +y2? + zxz) = 22 + xy? + 2y + y2® + 2227 + 2a®
=y (Qxy + 22) +x (sz + y2) +z (Zyz + .TQ)

G-A
< y(x2+y2+22)—l—x(22+x2—|—y2)+Z(y2+22+x2)

AK 2 2 2
=3@+y+z) < 9\/%:9,

odakle slijedi trazena nejednakost.



Drugo rjesenje.

Primjenom Cauchy-Schwarz nejednakosti dobijemo

&2 b2 C2 2
(Cpt b o ) [ @+ 0) 2 (0 @) 4 e )] > (@204

odnosno

a? N b? N c? - (a2 + 0%+ 2)°
a+b2 b+ c+a2) T B+ + S+ a2+ b2 + 2a?’

stoga je dovoljno dokazati da vrijedi:

(a® + b2 + ¢2)° <
a3 + b3+ 3 + a2? + b2c? + 2a?

N W

Posljednja nejednakost redom je ekvivalentna s
2 (a®+ b+ 02)2 >3 (a® + b+ + a®b* + b7 + )
= 2(a'+ b+ )+ + 0+ Pd® =3 (P + 00+ )
— 2(a'+ b+ )+ + P+ P > (a+b+c) (0 + 0P+ )
— a'+ b+t a0+ Fa® = ab + ac’ +ba’ 4+ b 4 ca® + b (%)
Koristenjem A-G nejednakosti dobijemo:
a + a’b* > 2a°b, bt + b2 > 2b3, A+ a® > 28a
at + Pa® > 2a30, b+ a?h? > 2 > 2
Zbrajanjem gornjih nejednakosti dobijemo
2 (a* +b" + ¢ + a0 + 0’ + *a®) = 2 (ab® + ac® + ba® + be® + ca® + cb®) |

¢ime smo dokazali da vrijedi (x), a prema tome i pocetna nejednakost.



Zadatak 2.

Na nekoj zabavi medu bilo koje Cetiri osobe postoje tri koje se sve medusobno poznaju
ili postoje tri koje se medusobno ne poznaju. Poznanstva su uzajamna. Dokazi da se
svi sudionici te zabave mogu smjestiti u dvije prostorije tako da se u jednoj prostoriji
svi medusobno poznaju, a u drugoj nitko nikoga ne poznaje.

Prvo rjesenje.

Tvrdnju zadatka dokazat ¢emo matematickom indukcijom. Ako su na zabavi prisutne
samo Cetiri osobe, odaberimo tri koje se medusobno poznaju ili ne poznaju i smjestimo
ih u jednu prostoriju, a preostalu osobu u drugu. Time je ispunjena tvrdnja zadatka za
zabavu s Cetiri osobe.

Pretpostavimo da smo uspjeli smjestiti n > 4 osoba u prostorije P i C tako da se u pro-
storiji P svi medusobno poznaju, a u prostoriji C nitko nikoga ne poznaje. Dokazimo
da i (n + 1)-vu osobu (ozna¢imo je s N) mozemo smjestiti u jednu od prostorija tako
da prethodno navedeno svojstvo ostane zadovoljeno. Ako osoba N poznaje sve osobe
iz prostorije P, trazeno ¢e svojstvo biti zadovoljeno ako osobu N smjestimo u prosto-
riju P. Analogno, ako osoba N ne poznaje nikoga iz prostorije C, trazeno ¢e svojstvo
biti zadovoljeno ako osobu N smjestimo u prostoriju C.

P’ C P C’

o

P N C

U preostalom sluc¢aju, postoji osoba P iz prostorije P koju N ne poznaje i osoba C' iz
prostorije C koju N poznaje. Razmotrit ¢emo slucaj u kojem se osobe P i C' poznaju,
u drugom slucaju se tvrdnja dokazuje na slican nacin.

Neka je P’ # P proizvoljna osoba iz prostorije P. Prema uvjetu zadatka, medu osobama
N, C, P i P’ nuzno postoje tri koje se medusobno poznaju ili tri koje se medusobno ne
poznaju. Da bi ovaj uvjet mogao biti ispunjen za neke tri osobe, o¢ito je da se osobe P’
i C' moraju poznavati. Dakle, osoba C' poznaje sve osobe iz prostorije P.

Sli¢no, neka je C’ # C' proizvoljna osoba iz prostorije C. Prema uvjetu zadatka, medu
osobama N, P, C' i C' nuzno postoje tri koje se medusobno poznaju ili tri koje se
medusobno ne poznaju. Jedine tri osobe za koje ovaj uvjet moze biti ispunjen su osobe
N, P i’ ito u slucaju kada se one medusobno ne poznaju. Dakle, osobe P i N ne
poznaju nikoga iz prostorije C osim osobe C'.

Iz prethodna dva zakljucka vidimo da traZzeni uvjet mozemo ispuniti tako da osobu P
premjestimo u prostoriju C, osobu C' premjestimo u prostoriju P, a osobu /N smjestimo
u prostoriju C.

Dakle, i n + 1 osoba mozemo smjestiti na trazeni nac¢in pa tvrdnja zadatka slijedi po
principu matematicke indukcije.



Drugo rjesenje (Grgur Valentic).

Osobe i poznanstva mozemo prikazati potpunim grafom obojenim s dvije boje u kojem
vrhovi predstavljaju osobe, plavi bridovi poznanstva, a crveni bridovi nepoznanstva. Za
neki skup s m vrhova kazemo da je plavi (crveni) m-terokut ako su svaka dva vrha medu
njima povezana plavim (crvenim) bridom.

Uo¢imo da zbog danog svojstva, u grafu sigurno postoji crveni ili plavi trokut (ako se
ograni¢imo na netrivijalne slucajeve u kojima graf ima barem n > 4 vrhova). Bez sma-
njenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da u grafu postoji crveni trokut. Promatrajmo
najveéi crveni k-terokut. Neka je A = {Ay, Ay, ..., Ax} skup njegovih vrhova. Ako su
medu ostalih n — k vrhova svi bridovi plavi, tada smjestimo osobe iz skupa A u jednu,
a ostale osobe u drugu prostoriju i zadatak je rijesen.

Pokazimo da je drugi sluc¢aj neostvariv. Pretpostavimo da postoje vrhovi B i C' povezani
crvenim bridom, a nisu u A. Tada postoji vth Ag € A koji je plavim bridom povezan
s vrthom B jer bi u suprotnom imali crveni (k 4 1)-terokut. Analogno zaklju¢ujemo da
postoji vrh Ac € A koji je plavim bridom povezan s vrhom C'.

Ac C A C

Slika 1: Pune linije oznacavaju crvene, a isprekidane plave bridove.

Razlikujemo dva slucaja. Ako je Ap # Ac, tada je iz Slike 1(a) jasno da medu vrhovima
B, C, Ag i Ac ne moze postojati jednobojni trokut, sto je uvjet zadatka.

S druge strane, pretpostavimo da je Ap = Ac = A, zaneki A € A. Neka je A € A
proizvoljna osoba razli¢ita od osobe A. Slika 1(b) prikazuje situaciju koju imamo medu
vrhovima A, A’, B i C. O¢ito je da ako imamo jednobojni trokut u tom skupu vrhova
(a tako mora biti zbog uvjeta zadatka), vrh A’ mora biti crvenim bridom povezan i
s Bis C. Dakle, B i C su crvenim bridom povezani vrhovi koji su usto i crvenim
bridom povezani sa svakim vrhom iz A\ {A}. No, tada je (A\ {A}) U{B, C} crveni
(k 4 1)-terokut, sto je opet kontradikcija.



Zadatak 3.

U trokutu ABC' s tezistem T i sredistem opisane kruznice O vrijedi OT 1 AT. Neka
je A" drugo sjeciste pravca AT i kruznice opisane trokutu ABC'. Neka je to¢ka D sjeciSte
pravaca BA" 1 AC, a tocka E sjeciste pravaca C A" i AB. Dokazi da srediste kruznice
opisane trokutu ADFE lezi na opisanoj kruznici trokuta ABC'

Rjesenje.
Neka su Ay, B; i Cy redom polovista stranica BC, CA i AB. Ozna&imo opisanu kruznicu
trokuta ABC' s k.

Uocimo da iz OT L AA’ slijedi da je OT simetrala tetive AA’ kruznice k pa je |AT| =
|A'T|. Kako je AA; tezidnica, slijedi |AT| = 2|A,T|, a onda iz |A'T| = 2|A,T| slijedi
|A’A| = |A\T|. Sada vidimo da tocka A; raspolavlja duzine BC' i A'T pa je etvero-
kut BA'C'T paralelogram.

Iz TC || BA' slijedi da je C'Cy srednjica trokuta ABD pa je |AD| = 2|AC|. Analogno,
iz TB || CA’ slijedi da je BB; srednjica trokuta AEC pa je |[AE| = 2|AB].

Sada vidimo da homotetija s koeficijentom 2 i sredistem A preslikava trokut ABC u
trokut AED. Tom homotetijom srediste O opisane kruznice trokuta ABC' preslikava
se u srediste S kruznice opisane trokutu AED. Tocka S nalazi se na polupravcu AO i
vrijedi |AS| = 2|AO| pa je AS promjer kruznice k. Time je tvrdnja dokazana.



Zadatak 4.

Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi razli¢iti od 1. Definiran je niz

2 2
T, 1 t+x;_

T = a, Ty = b, x, ==Lt "m=2  an>3.
xn—1+xn—2

Dokazi da niti jedan ¢lan x,, ovog niza, osim prva dva, nije prirodni broj.

Rjesenje.
Primijetimo da je z, > 1, Vn € N. Primijetimo i da su svi z,, racionalni brojevi pa

mozemo zapisati z, = fl’—:, gdje su p, 1 g, prirodni brojevi i M (p,, ¢,) = 1.

Dokazimo prvo da su p, i p,s1 relativno prosti za svaki n € N. To ¢emo dokazati indu-
ktivno. O¢ito je M(p1, p2) = M(a, b) = 1, tj. p1 1 pe su relativno prosti. Pretpostavimo
sad da je M(pn, pns1) = 1 za neki n. Tada je

2
p—ZL Prt1 2 2 2 2
dn Qi1 o pnqn+1 _'_pn—i-IQn - pn+2

Tnt2 = = = .
p Pn+1
q_: q:-!—l qndn+1 (ann—i-l + pn—i—lQn) qn+-2

Budué¢i da je M(pn, pny1) = 1 po pretpostavci indukcije i M (pni1, guy1) = 1, za-
kljucujemo da je M (pni1, P22 1+ P21a2) = M(pus1, P2a4,) = 1, odakle slijedi
M (pns1, Pna2) = 1. Time smo dokazali nasu tvrdnju.

Zelimo dokazati da z, nije prirodan broj za svaki n > 3.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da je x,o prirodan broj za neki n € N. Bududi da je

Prdair +Ponn  _ Palaia tPhidn
GnGnt1 (Pnlns1 + Prt1Gn)  PndnGiii + Pn1@ni1@’

Tnt2 =

zaklju¢ujemo da

Gt | P2Gr iy +PE0E = Gt | Dol = o1 | @2

jer su p,41 1 guy1 relativno prosti. Sada zbog q,11 | ¢2 vrijedi

Gy | Pattn@oy + Potinnn @ = Gy | Dot 00l = Gopr | 45

Analognim zaklju¢ivanjem dobijemo

U | Podosy +Po10e = Qo |PEE = | G

a onda 1

G | PetnGioss + Prsrtnn@a = G PG Dot = @ | Gosr-

Kako ¢2, | ¢2 1 ¢2 | g2, 1, zakljuéujemo da je ¢2 = g2, odnosno ¢, = ¢,41, odakle je

pi + pi-ﬁ-l

Tppg = —2— 2
e dn (pn + pn+1>



Znaci da
Po+Pot1 | Do +Payn = Pat Pt | 2054
jer je
P+ Di =08 — Doy + 2000 = (Pn = Pot1) (P + Prsa) + 20541

Neka je p prost broj takav da p | p, + pni1, a time i p | 2pi+1.

Ako je p # 2 tada p | p,; = P | Pus1, a bududi da p | pp + pry1, znadi da p | py, Sto
je kontradikcija jer smo dokazali da su p, i p,41 relativno prosti.

Ako je p = 2 jedini prosti faktor, onda je p, + p,.1 potencija broja 2 koja je veca od 2
(jer su p, 1 ppy1 vedéi od 1). Iz toga slijedi

4 | Pnt P — 4 | 2p31+1 = 2 | p721+1 = 2 ’ Pnt1 = 2 ‘ Pn;s

Sto je opet kontradikcija jer je M (pn, pny1) = 1.

Time smo dokazali da z,, nije prirodan broj za svaki n > 3.



Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
drugi dan
10. travnja 2011.

1. Za prirodni broj d definiran je niz

Qnp, .
. D ako je a,, paran,
apg = 1, an+1 — . .
a, + d, inace.

Za koje vrijednosti broja d postoji prirodni broj n za koji je a,, = 1?7

2. Dani su prirodni brojevi M i N. Promatramo N? Zarulja rasporedenih u tablicu
s N redaka i N stupaca. Svaka zarulja moze biti ukljucena ili iskljucena, a na
pocetku su sve zarulje iskljucene.

Potez se sastoji od odabira bilo kojih M uzastopnih zarulja u nekom retku ili
stupcu te mijenjanja njihovog stanja, tako da svaka od odabranih M zarulja koja
je prije bila iskljuc¢ena, nakon poteza bude ukljuc¢ena, i obratno.

Ako je kona¢nim brojem poteza mogucée posti¢i da sve zarulje budu ukljucene,
dokazi da je broj M djelitelj broja N.

3. Na polukruznici s promjerom AB dane su tocke K i L. Simetrala duzine AB sijece
duzinu KL u tocki U i pritom su tocke A i K s jedne strane te simetrale, a Bi L
s druge. Neka je N noziste okomice iz sjecista pravaca AK i BL na pravac AB, a
V tocka na pravcu KL takva da je <V AU = <V BU.

Dokazi da su pravci NV i KL medusobno okomiti.

4. Odredi sve parove (z, y) cijelih brojeva za koje vrijedi

x3+x2+x:y2+y.



HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
drugi dan

Rjesenja zadataka

Zadatak 1.

Za prirodni broj d definiran je niz

Qn .
—, ako je a, paran,
ap =1, Apt1 = 2

a, +d, inace.

Za koje vrijednosti broja d postoji prirodni broj n za koji je a,, = 17

Rjesenje.
Prvo uoc¢imo da je za parne d dani niz oblika a,, = 1 4+ nd, tj. niz je rastuéi i ¢lanovi su

neparni pa se nikad nece vratiti u 1.

Neka je d proizvoljni neparni broj. Indukcijom se lako pokaze da je a, < d ako je a,
neparan te da je a,, < 2d ako je a,, paran. Prema tome, niz je ogranicen pa je i periodic¢an.

Neka je r najmanji indeks takav da je a, = as za neki s # r. Pretpostavimo r > 0.

Ako je a, < d, to znadi da je a, (pa onda i ay) dobiven dijeljenjem prethodnog ¢lana
niza s 2, tj. a, = a,-1/2, as = as_1/2, iz ¢ega slijedi a,_1 = as_1, $to je u kontradikciji s
minimalnosti od 7.

Ako je a, > d, iz a, < 2d slijedi da su a, i a; dobiveni dodavanjem d prethodnim
¢lanovima niza, iz ¢ega slijedi da je a,_1 = as_1, Sto je opet u kontradikciji s izborom
indeksa r.

Dakle, r =01 as = ap = 1 za neki s > 0 za sve neparne d.



Zadatak 2.

Dani su prirodni brojevi M i N. Promatramo N? Zarulja rasporedenih u tablicu s N
redaka i IV stupaca. Svaka zarulja moze biti ukljucena ili iskljucena, a na pocetku su
sve zarulje iskljucene.

Potez se sastoji od odabira bilo kojih M uzastopnih zarulja u nekom retku ili stupcu
te mijenjanja njihovog stanja, tako da svaka od odabranih M Zzarulja koja je prije bila
iskljucena, nakon poteza bude ukljucena, i obratno.

Ako je kona¢nim brojem poteza moguce posti¢i da sve zarulje budu ukljucene, dokazi
da je broj M djelitelj broja N.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo da broj M nije djelitelj broja N. Obojimo polja te tablice crnom i
bijelom bojom tako da crnom bojom obojamo glavnu dijagonalu i sve dijagonale koje
su tocno M polja udaljene od nje, te dijagonalu koja se nalazi neposredno iznad glavne
dijagonale i sve dijagonale koje su za tocno M polja udaljene od nje. Na slici je dan
primjer bojanja za N = 15, M = 9.

Formalno, polje (7,7) (i, € {1,2,...,N}) je obojano crnom bojom ako i samo ako je
i—j=0 (mod M)ilii—j=1 (mod M).

12345678 9101112131415

1
2
3
4
5
6
7
8

Oznac¢imo s X broj zarulja koje su u nekom trenutku ukljucene i nalaze se na crnom
polju tablice. Na pocetku su sve zarulje iskljuc¢ene pa je X = 0. Pogledajmo §to se
dogada s brojem X u svakom koraku. Odabirom M uzastopnih zarulja u nekom retku
ili stupcu ocito ¢emo odabrati toc¢no dvije zarulje koje se nalaze na crnom polju. Ako
su obje odabrane zarulje prije tog poteza isklju¢ene X ¢e se povecati za 2. Ako je jedna
iskljuc¢ena, a druga ukljucena, X ¢e ostati isti, a ako su obje zarulje ukljucene, X ce
se u tom potezu smanjiti za 2. Iz toga zakljucujemo da je broj X paran nakon svakog
poteza.

Tvrdnja zadatka ¢e biti dokazana dokaZzemo li da je ukupan broj crnih polja u nasem
bojanju neparan jer ¢e to znaciti da nikako ne mozemo postié¢i da sve Zzarulje na crnim
poljima budu ukljucene.



Podijelimo crna polja u dvije skupine: polja (7, j) za koja je i —j =0 (mod M) (ovakva
crna polja zovimo crnim poljima prvog tipa) i polja za kojajei—j =1 (mod M) (ovakva
crna polja zovimo crnim poljima drugog tipa). Broj crnih polja prvog tipa ozna¢imo s
S, a broj crnih polja drugog tipa ozna¢imo s Ss.

S moZzemo izraziti kao:
Si;=N+2-[(N—M)+(N—-2M)+---+ (N —kM)],

pri ¢emu je k najveéi prirodni broj za koji je N — kM > 0, drugim rije¢ima, k =
L%J U ovoj sumi pribrojnik N predstavlja broj crnih polja na glavnoj dijagonali, a
broj u zagradama predstavlja broj crnih polja prvog tipa iznad (odnosno ispod) glavne

dijagonale. Dobivamo da je Sy = N (mod 2).
S druge strane, broj Ss je jednak:

So=(N-1)4+[(N-M-=1)+---+ (N —kM —1)]
+(N=-M+1)+---+ (N —-EkM+1)].

Pribrojnik (N — 1) predstavlja broj crnih polja na dijagonali koja se nalazi neposredno
iznad glavne dijagonale, izraz u prvim uglatim zagradama predstavlja broj crnih bolja
drugog tipa iznad te dijagonale, dok izraz u drugim uglatim zagradama predstavlja
broj crnih polja drugog tipa ispod te dijagonale. U prvim i drugim uglatim zagradama
o¢ito ima po k pribrojnika (iako zadnji pribrojnik u prvim uglatim zagradama moze biti
jednak nuli). Primijetimo da smo ovdje koristili ¢injenicu da broj M nije djelitelj broja
N, jer bi u protivnome vrijedilo da je N = k- M pa bi u prvim zagradama zadnji broj
bio —1 $to znaci da njega ne bismo smjeli napisati u tom zbroju.

Sada imamo:
So=(N-1)4+[(N-M)+---+(N—kM)]—k+[(N—M)+---+ (N —kM)] + k,

odnosno

So=(N=-1)42-[([N=M)+---+ (N —kM)].

Iz navedenog zaklju¢ujemo da je So = N — 1 (mod 2), pa za ukupan broj crnih polja
vrijedi:
S=851+5%=N+(N-1)=2N-1=1 (mod 2),

odnosno S je neparan, sto je i trebalo dokazati.



Drugo rjesenje.

Obojimo zarulje u M boja (koje ¢emo zvati 0,1,2,..., M — 1) tako da zarulju u i-tom
retku i j-tom stupcu obojimo bojom ¢ + j —2 (mod M). Na slici je primjer bojanja za
N =101 M =6.

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
o1 21314 (510111213
2 (112134501 ]2|3]|4
31213450123 ]4]5
+ 13141501234 |5]0
s 1415101121345 ]01]1
6| 5|0 1]2(3[4]|5]0]1]2
101231450123
s 11121314501 1]2]3]|4
o1 2134|501 ]2]3]|4]5
w3 451011121314 15]0

Svakim potezom mijenjamo stanje tocno jedne zarulje svake boje pa time i parnost broja
zarulja u svakoj boji. Na pocetku su sve zarulje ugasSene pa zaklju¢ujemo da je nakon
svakog poteza parnost broja upaljenih Zarulja svake boje jednaka. Ako je moguce postici
da su sve zarulje upaljene, tada je parnost broja zarulja svake boje jednak.

Pretpostavimo da je M ne dijeli N te ozna¢imo N = Mk+r, pricemujel <r < M —1.
Podijelimo plo¢u N x N u cetiri dijela dimenzija Mk x Mk, Mk xr, r x Mk and r X r,
kao na slici.

Kako se svaki od dijelova dimenzija Mk x Mk, Mk x r and r x Mk moze podijeliti na
dijelove M x 1ili 1 x M, vidimo da je broj zarulja svake boje u tim trima dijelovima
jednak (i iznosi Mk? + 2kr).



Promotrimo preostali dio plo¢e dimenzija r x r. Broj zarulja boje r — 1 iznosi r dok
broj zarulja boje r iznosi r — 1. Zaista, zarulje boje r — 1 se pojavljuju u svakom retku
te ploce tocno jednom, dok se zarulja boje r pojavljuje u svim redovima osim u prvom.
Niti u jednom redu se ne nalaze dvije zarulje boje r jer je r < M pa svaki red ima sve
zarulje razli¢ite boje. Slika pokazuje slucaj N =10,M =61ir = 4.

12 3 4
10111213
2| 112|314
3 12131415
+ 1314|510

Zaklju¢ujemo da broj zarulja boje r» — 1 i broj zarulja boje r na pocetnoj plo¢i nisu
jednake parnosti pa se ne moze posti¢i da sve zarulje budu upaljene u istom trenutku.



Zadatak 3.

Na polukruznici s promjerom AB dane su tocke K i L. Simetrala duzine AB sijece
duzinu KL u tocki U i pritom su tocke A i K s jedne strane te simetrale, a B i L s
druge. Neka je N noziste okomice iz sjecista pravaca AK i BL na pravac AB, a V tocka
na pravcu KL takva da je <VAU = <V BU.

Dokazi da su pravei NV i KL medusobno okomiti.

Prvo rjesenje.

Neka je tocka S srediste dane polukruznice, tocka C' sjeciSte pravaca AK i BL, a tocka T’
sjeciste pravaca AB i K L.

Kako se duzina UV iz to¢aka A i B vidi pod istim kutom, ¢etverokut ABUV je tetivan
pa potencija tocke T" daje

ITU|-|TV| = |TA|-|TB|.

Tetivan je i ¢etverokut ABLK pa vrijedi

ITA|-|TB| = |TK| - |TL|.

Oznaédimo sjeciste duzina AL i BK s H. Uo¢imo da je to ortocentar trokuta ABC' i da
su Cetverokuti ANHK i BLHN tetivni. Kako je

<KNL=<KNH+<HNL =<KAH + <HBL
= <KAL+ <KBL =2<KAL =<KSL,

Cetverokut NSLK je tetivan pa vrijedi

|TU|-|TV|=|TA|-|TB|=|TK|-|TL|=1|TS|-|TN|.

Time je i ¢etverokut NSUV tetivan, odakle je <NVU = 180° — </NSU = 90°.



Napomena.

Tocke K, L i N (nozista visina trokuta ABC') zajedno s tockom S (polovistem stranice
AB) leze na tzv. Feuerbachovoj kruznici. Na istoj kruznici leze polovista stranica BC' i
C'A, kao i polovista duzina AH, BH i CH, zbog ¢ega se u literaturi ¢esto koristi i naziv
kruznica devet tocaka.

Drugo rjesenje.

Uz oznake kao u prvom rjeSenju, vrijedi da je ¢etverokut ABUV tetivan. Iskoristimo li
i ¢injenicu da tocka U lezi na simetrali duzine AB, zaklju¢ujemo

<KV A=180° - <AVU = <UBA = <BAU = <BVU,

Sto znadi da je pravac K L vanjska simetrala kuta <AV B.

Kako vanjska simetrala KL kuta <AV B sijece pravac AB u tocki T, vrijedi

|AT| AV

BT] " |BV| )

Primijenimo Menelajev teorem na trokut ABC' i pravac K L:

[AT| |BL| |CK]| _

=1
|BT| |CL| |AK]|

i Cevin teorem na trokut ABC' i njegov ortocentar u kojem se sijeku pravei AL, BK i

CN:
|AN| [BL| |CK|

=1
|IBN| |CL| |AK]|
AT AN AN A
1z toga slijedi ﬁ = ﬁ pa zbog (x) dobivamo ﬁ = %

Time smo pokazali da je pravac VN simetrala kuta <AV B pa uz ¢injenicu da je pra-
vac K L njegova vanjska simetrala slijedi tvrdnja zadatka.



Varijacija drugog rjesenja.

AN AV
Alternativno, jednakost |’B—N|| = ﬁ mozemo dokazati trigonometrijom.
Neka je o« = <BAC' i f = <CBA.

Promatrajuci pravokutne trokute ANC i C'N B, uz primjenu poucka o sinusima u tro-

kutu ABC, dobijemo:
|AN|  |CAlcosa  sinfBcosa

|IBN|  |BC|cosB sinacosf’

Primjenom poucka o sinusima u trokutima AV K i V BL dobijemo:

|AV]  sin<AKV |BV|  sin<BLV
|AK|  sin<aKV A’ |BL| ~ sin<BVU’

pa je
sin <<AKV
v AR GSRVA _ JAK] sing
|BV| BL| - sin <BLV |BL| sina
sin<t<BVU
jer je <KV A = <BVU, 9<AKV = 180° — 8 i <BLV —= 180° — a.

Kako je |AK| = |AB|cosa i |BL| = |AB]| cos §, konac¢no je

|AV|  |AK|sin3 cosasinf  |AN]|
|BV| — |BL|sina  cosfBsina  |BN|




Zadatak 4.

Odredi sve parove (zx, y) cijelih brojeva za koje vrijedi

x3+x2+x:y2+y.

Rjesenje.
Ako je y = 0ili y = —1, desna strana dane jednadZbe je jednaka nuli pa je 22 + 22 +x =
z(* + 2 + 1) = 0, odakle slijedi da je z = 0. To nam daje dva rjesenja: (0, 0)i (0, —1).

Dokazimo da dana jednadzba nema drugih rjesenja. Pretpostavimo da jey € Z\{—1, 0}.
Tada je y?> +y > 0 pajeiz (22 +x+1) > 0, iz Cega slijedi da je z > 0.

Ako je par (z, y) rjeSenje dane jednadzbe, tada je par (x, —y — 1) takoder rjeSenje jer
vrijedi y2 4+ y = (—y — 1)* + (—y — 1). Drugim rije¢ima, ako jednadzba nema rjesenja
za y > 0, onda nema ni drugih rjesenja. Stoga, mozemo pretpostaviti da je y > 0.

Danu jednadzbu mozemo ekvivalentno zapisati kao:

P=y-—z)(z+y+1). (%)

Dokazimo da je M(y —x, x +y+1) = 1. Pretpostavimo suprotno, neka je p neki
zajednicki prosti djelitelj brojeva y —x i x+y+ 1. Iz prethodne jednadzbe zaklju¢ujemo
da p | 2 iz ¢ega slijedi da p | x. Sada imamo:

ply—z, ple+ty+1l, plz = pll@t+ty+l)—(y—2)—2z=1,

Sto znaci da nam je pretpostavka bila kriva i da su y — z i © + y 4+ 1 relativno prosti
brojevi ¢iji je umnozak x3 pa je onda svaki od njih kub nekog cijelog broja. Nadalje,
2> >0iz+y+1>0pajeiy—x>0,5to znaci dasuy—ziz+y+ 1 kubovi prirodnih
brojeva. Oznac¢imo:

y—x=a’

r+y+1="0

Primijetimo da iz Cinjenice da je 2z + 1 > 0 slijedi da je y — 2z < x + y + 1, odnosno
a<bti.b—a=>1.

Oduzimanjem prethodne dvije jednadzbe dobijemo 2z + 1 = b — a3, a iz (%) slijedi da
je x = ab. Dakle, vrijedi:

2ab+ 1 =b* — a®.
Sada imamo:

A-G
20b+1=0"—a*=(b—a) (a®+ab+b*) = a®+ab+b* > 3ab,

odnosno ab < 1, §to oc¢ito nije moguce jer su a i b razli¢iti prirodni brojevi.

Stoga, jedina rjeSenja dane jednadZbe su parovi (0, 0) i (0, —1).



