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Zadatci 1 rjeSenja

1. zadatak
Nadi sve prirodne brojeve a, b, n i proste p koji zadovoljavaju jednadzbu

2013 4 p2013 _ .

(Matija Bucié)

Prvo rjesenje.
Uvedimo supstitucije d = D(a,b),z = 5,y = % Sada smo dobili jednakost
d2013(azo13 n bzom) — "

2013k

Jasno da je d potencija broja p, recimo d = p* k € Ny. Jednakost sada mozemo podijeliti sa p Uvedimo jos

supstitucije m = n — 2013k, A = 25", B = 45!, Tada jednakost postaje
A3 + B3 _ pm,’
odnosno, kad se faktorizira
(A+ B)(A> - AB + B*) =p™.

(Iz definicije, A i B su relativno prosti.)
Pogledajmo sada Sto ako su te zagrade jednake 1. Situacija A + B = 1 je nemoguca jer su A i B prirodni brojevi.
Ako je druga zagrada jednaka 1: A?> — AB+ B> =1 (A—-B)?+ AB =1+ A = B = 1, pa dobivamo rjeSenje
a=b=2% n=2013k+1,p=2,Vk € No.
Ako su obje zagrade vece od 1 tada vrijedi
p|A+B
p| A* —AB+ B®> = (A+ B)> —3AB
= p|3AB.

Ako p | AB, tada u kombinaciji s p | A+ B dobijemo p | Aip | B, $to je u kontradikciji s time da su A i B relativno
prosti. Dakle, p |3 = p=3.
Ostala su nam jos dva slucaja:

e Prvi slucaj: A> — AB+ B?> = 3 & (A — B)?> + AB = 3 — jedina moguca rjeSenja u prirodnim brojevima su
A=2B=11A=1,B = 2, no to nije rjesenje pocetne jednadzbe jer 2 = 2°™' nema rjeSenja u prirodnim
brojevima.

e Drugi slucaj: 3% | A> — AB + B? — tada vrijedi sljedece:

3|]A+B = 3°| (44 B)®
3| A~ AB+ B>=(A+ B)® —3AB
— 3% |34B
= 3| AB.

No, ve¢ smo prije komentirali da pt AB = u ovom slu¢aju nema rjesenja.
Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe dana su sa

a=b=2"n=2013k+1,p = 2,Vk € No.



Drugo rjesenje.
Kao i u prvom rjesenju, izvadimo najveéi zajednicki djelitelj brojeva a i b (koji mora biti oblika pk). Faktorizirajuéi
dobivenu jednakost dobivamo

2012 432011 2010, 2 2011

y+aT Yy =yt ty

2012) m.

(z+y)(z =p

(Uveli smo sve iste supstitucije kao u prvom rjesenju.) Oznacimo desnu zagradu sa A. Kako su z i y prirodni, vrijedi
z+y>1 = plax+y. Vrijediptxipty (jer suz iy relativno prosti). Sada mozemo primijeniti LTE (Lifting the
exponent lemma):

vp (2% 4+ 127%) = by (@ + ) + 1,(2013)
Znamo da je 1,(2013) = 0 za sve proste p razli¢ite od 3,11,61, a u ostalim slu¢ajevima je v,(2013) = 1. Primijetimo da
jeA=1za (z,y) =(1,1)1 A> 61 za (z,y) # (1,1). Uistinu, za (z,y) # (1,1) (BSO z > y), A moZzemo zapisati kao

2011( 2010 (33 o y) + y2012, (1)

2009, 2 (x

@yt Yy (e —y) oy

$to je sigurno veée od 61 u slucajevima z >y iy # 1.
o Ako je 11,(2013) =1 = 1,(A) =1 = A € {3,11,61}, §to je nemoguce.
o Akoje 11,(2013) =0 = 1(A) =0 = A=1 = (z,y) = (1,1), pa dobivamo rjeSenje

a=0b=2"n=2013k+1,p=2,Vk € No.

2. zadatak

Zadan je &iljastokutan trokut ABC' i njegov ortocentar H. Duzine AH i CH sijeku duzine BC i AB u to¢kama
A1 1Cy redom. Neka je D sjeciste duzina BH i A1C1, a P poloviste duzine BH. Neka je tocka D’ osnosimetri¢na
slika to¢ke D u odnosu na pravac AC. Dokazi da je ¢etverokut APCD’ tetivan.

(Matko Ljulj)

Prvo rjesenje.
Dokazat ¢emo da je tocka D ortocentar trokuta APC'. Iz toga ¢e slijediti tvrdnja zadatka zato Sto je tada
/AD'C = /ADC = 180° — /DAC — /DCA = (90° — ZDAC) + (90° — ZDCA) =
=/PCA+ /PAC =180° — ZAPC.

Primijetimo da je ¢etverokut BA; HC, tetivan. Pravci BA; i Ch1 H sijeku se u C, pravei BC1 1 A1 H sijeku se u A, pravcei
BH i ChA; sijeku se u D, a to¢ka P srediste je opisane kruznice ¢etverokutu BA; HC1. Zato je prema Brocardovom
teoremu tocka D ortocentar trokuta APC, §to je trebalo dokazati.

Drugo rjesenje.
Sa Bi oznafimo noziste visine iz vrha B. Koristedi tetivne ¢etverokute B1C1PA; (Feuerbachova kruznica), HA:C By,
AC1A1C 1 C1H By A dobivamo sljedecée jednakosti kutova:
/A1PBy = /DC1B:
LA1B1P=/A,CCy = LA1AC, = /DB;,C,.

Iz ovih dviju jednakosti slijedi da su trokuti Bi PA; i B1C1D sli¢éni, iz ¢ega slijedi

|B1D| _ |B:1C
|BiAi|  [B1P|

= |B1A1|-|B1Ci| = |BiD| - |B:P|.

Analogno, koristeéi tetivne ¢etverokute ABA1B; i C1 BC B dobivamo sljedeée jednakosti kutova:
/B1AC, =180° — /B1A1B = /B1 A, C
/ABCy =180° — £C1B1C = ZOBA =180° — LZA1B1A = ZA, B, C.
1z ovih dviju jednakosti slijedi da su trokuti Bi AC: i B1Ac sli¢ni, iz ¢ega slijedi

BiCi| _ |AB|
|B1C|  |A1Bi|

= |B1A:]|-|BiCi| =|BiA| - |B:C].

Dakle, dobili smo |B1D'| - |B1P| = |B1D| - |B1P| = |B1A1| - |B1C1| = |B1A4]| - |B1C|, pa prema obratu potencije tocke
slijedi da je Getverokut APCD’ tetivan, §to je i trebalo dokazati.



3. zadatak
Dokazi da sljedeca nejednakost vrijedi za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d, e i f:

s/ abe 5 def 5
atbrd \cte+f <Vlatd+dfetes ).

(Dimitar Trenevski)

Rjesenje.
Nejednakost je ekvivalentna sljedecoj

5 abc 4o def <1
@rbrd2crer ) T\ arbrdicrersE ="

Prema A-G nejednakosti vrijedi

5 abc <}( a . b . c )
(a+b+d2(ct+et+f) 3\a+tb+d at+tbtd ctetf)’

B def 1 d e f
\/(a+b+d)(c+e+f)2 < 3 (a+b+d+c+e+f+c+e+f)'

Zbrajajuéi nejednakosti dobivamo

N abe Lo def <1(a+b+d+c+e+f)72<1
(a+b+d)2(ct+e+f) (a+b+d)(ct+e+f)?2 " 3\a+tb+d ctet+f) 3 7

Sto je trebalo dokazati.

4. zadatak

Olja zapiSe n prirodnih brojeva aq, as, ..., a, strogo manjih od p,,, gdje p, oznacava n-ti prosti broj. Oleg moZe
odabrati dva (ne nuzno razlic¢ita) broja x i y te jednoga od njih zamijeniti produktom xy. Ako se pojave dva
jednaka broja Oleg pobjeduje. Moze li Oleg garantirati pobjedu?

(Matko Ljulj)

Rjesenje.

Za n = 1, Oleg nec¢e mod¢i napisati dva jednaka broja na ploci jer ¢e uvijek na ploc¢i biti zapisan jedan broj. Nadalje
gledamo slucaj n > 2.

Primijetimo da kako su svi prirodni brojevi na podetku strogo manji od p,, stoga vrijedi da su prosti faktori tih
brojeva iz skupa {p1,p2,...,pn—1}, dakle ima ih n — 1. Reprezentirajmo svaki broj a1, as,...,a, uredenom (n — 1)-

. . TSR T . . L. o . g1 Qg2 Xj (n—1 . . weys
torkom nenegativnih cijelih brojeva na sljedeéi nac¢in: ako je a; = p; " - py "~ - - "‘7(1" ) tada éemo mu pridruziti
Vi = (Otl‘,l, QG 2y ey ai,(n—l))7 za sve 1 € {17 2,0, ’I‘L}

Pogledajmo sljedeéi sustav jednadzbi:
a1121 o212+ o+ an1Tn =0
Q1,221 + a22T2 + -+ an2Tn =0
a1, (n—1)%1 + A2 (n—1)T2 + -+ Ap(n—1)Tn = 0
On ima trivijalno rjesenje z1 = z2 = --- = z, = 0. No, kako gornji sustav ima manje jednadzbi nego nepoznanica,
mozemo zakljuciti da taj sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja u skupu racionalnih brojeva (jer su koeficijenti racionalni).
Neka je (y1,y2, - - ., yn) neko netrivijalno rjesenje (rjeSenje u kojem svi brojevi y; nisu jednaki nula). Tada moZemo zapisati
gornji sustav preko pocetnih brojeva a1, az, ..., an:
n n n—1 n—1
yi Qj1Yq a2y QG (n—1)Yi al jy1tog jy2+-+an jYn 0
||aﬁf 2 Py e Pply = 1] =|]p;i=1
=1 i=1 Jj=1 j=1



Promatrajuéi brojeve y1,¥s2,...,yn kao racionalne brojeve u kojima su maksimalno skraceni brojnik i nazivnik, ozna-
¢imo sa L najveéi zajednicki visekratnik svih njihovih nazivnika. Potencirajué¢i gornju jednakost na L, dobivamo sve
cijele eksponente u jednakosti (koji su dapafe medusobno relativno prosti). Nadalje, BSO mozemo pretpostaviti da su
ai,az,...,ar oni elementi a; ¢iji je eksponent u toj jednakosti negativan, a brojevi ax41,ar+2, ..., ar+; oni elementi ¢iji
je eksponent u toj jednakosti pozitivan (za neke k,l € N, k + 1 < n). Tada, kada sve a;-jeve s negativnim eksponentom
prebacimo da desnu stranu jednakosti, a one s eksponentom jednakim nula izbacimo iz jednakosti, dobivamo da sljedeca
jednakost

k i
Ty __ T
[[a = IT o @)
i=1 i=k+1
vrijedi za neke prirodne brojeve r1, 72, ..., 74 za koje je D(r1,72,...,7k41) = 11zaneke brojeve na plo¢iay,as, ..., agti.
(Primijetimo da se na svakoj strani jednakosti mora nalaziti barem jedan broj a;, u suprotnom se na pocetku na ploci
nalaze samo jedinice.)

Dokazat ¢emo da postoji niz transformacija kojim ¢emo koristeéi ovu relaciju moéi na ploci dobiti dva jednaka prirodna
broja za bilo koje pocetne brojeve a1, as, ... any.

Lema 1: Neka je (a,b) € N? i (x1,22) € N? takvi da je D(x1,22) = 1. Tada postoji niz transformacija koji na mjesta
(a, b) zapisuje brojeve (a’,b’), gdje je jedan od tih brojeva a’,b" jednak a®'b*2.

Dokaz: To ¢emo dokazati indukcijom po z1 + x2, za sve (a,b) € N. U bazi indukcije je 1 + 22 =2 = x1 =2 = 1.
Broj ab dobije se transformacijom (a,b) — (a, ab).

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve (z1,z2) takve da je 1 + 2 < n, te za sve (a,b). Uzmimo neke (z1,z2) takve da
je 1 + x2 = n i neke proizvoljne (a,b). Ako je z1 = x2, bududi da su z1 i z2 relativno prosti, vrijedi da su oba jednaka
1, no to smo veé¢ dokazali u bazi indukcije. Pretpostavimo z; # x2. BSO z1 > z2. Tada napravimo transformaciju
(a,b) — (a,ab), a zatim iskoristimo pretpostavku indukcije na brojeve (a,ab) i (x1 — x2,x2):

(a,b) = (a,ab) = (v,a™ " (ab)™*) = (v,a™'b™),

gdje je v neki prirodan broj, $to je i trebalo dokazati.

Lema 2: Neka je k € N, (b1,b2,...b,) € N* i (x1,22,...2K) € N*. Tada postoji niz transformacija koji na mjesta
(b1,ba, ...by) zapisuje brojeve (b},b,...b}) takve da je jedan od tih brojeva jednak

-

(b7105% - bi") T,

gdje je d najveci zajednicki djelitelj brojeva x1, x2, ... Tk.

Dokaz: Intuitivno, ova lema sastoji se od (k — 1) ponavljanja Leme 1.

Dokaz provodimo matematickom indukcijom po k, za sve bi,ba,...by 1 x1,x2,...25. Za k = 1, vrijedi d = x1, pa ne

treba izvesti niti jednu transformaciju da bi se postigao Zeljeni rezultat.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k& € N. Uzmimo proizvoljne (b1,ba,...bg,bg+1) 1 (1,22, ... Tk, Tpt1). Iskoris-

timo Lemu I na brojeve (bk,brt1) 1 (2, 24y 1), gdje su zj, = P Thyq = ZZ%, dy = D(xy,w41), a zatim pretpostavku
, ’

b:k b“"k+1

indukcije na brojeve (b1, ba, . .. e )1 (@, 2, .ok, da):

=) @} 11T Tp_ z! oz 1
(b1,b2, . b, bisr) = (b1, ba, - bre1, Ve, b b A0 ) = (1,92, e, (D052 - b (bR b A ) ) 22,

gdje su 1,72, ..., neki prirodni brojevi i do = D(x1,x2,...25-1,d) = D(x1,%2,...Tk_1, Tk, Th+1) = d. Primijetimo
da je zadnji ¢lan u gornjim transformacijama upravo onaj koji smo htjeli dobiti.

Lema 3: Neka je (a,b) € N i (z1,22) € N? takvi da je D(z1,22) = 1. Tada postoji niz transformacija koji na mjesta
(a, b) zapisuje brojeve (a’,b’) za koje vrijedi a’ /b = a®* /b"2.

Dokaz: To ¢éemo dokazati indukcijom po z1 + x2, za sve (a,b) € N. U bazi indukcije je 1 + 22 =2 = z1 =22 = 1,
pa niti jedna transformacija ne treba biti izvedena da bi se postigao Zeljeni rezultat.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve (z1, z2) takve da je z1 +z2 < n, te za sve (a,b). Uzmimo neke (z1,z2) takve da
je &1 + x2 = n i neke proizvoljne (a, b).
e Jedan od brojeva x1 i 2 je paran (BSO to je 21): napravimo transformaciju (a,b) — (a?,b), a zatim iskoristimo
pretpostavku indukcije za (a?,b) i (%5, x2).
e Oba broja su neparna i jednaka: onda su oba jednaka jedan, $to smo rjesili u bazi indukcije.
e Oba broja su neparna i razli¢ita (BSO z; > x2): napravimo transformacije (a,b) — (a,ab) — (a*, ab), a zatim
iskoristimo pretpostavku indukcije za (a”, ab) i (21522 25):

x]fxo
2

(a,b) = (a,ab) — (a*,ab) = (¢ (a®) se- (ab)™) = ((a™2c¢) - a™, (a™2c) - b"?),

gdje je ¢ neki prirodan broj, $to je i trebalo dokazati.



Ove tri leme pomo¢i ¢e nam dovrsavanju dokaza.

U jednakosti (1), neka je di = D(ri,72,...,7%), d2 = D(Trq1,Thg2,- - Thtl), Zi = C%a Vie{1,2,...,k}, zi = %v

Vi € {k+ 1,k +2,...,k+1}. Takoder, neka je A lijeva strana jednakosti (1), B desna strana jednakosti, A" = Aﬁ i
B' = Bt. Cilj nam je napraviti takve transformacije da se na plo¢i nadu dva broja x i y koji ¢e se odnositi kao A i B.
Primijenimo Lemu 2 na brojeve (a1,a2,...,ax) 1 (21, 22,...,2k); sada se na plo¢i (medu ostalim dobivenim brojevima)
nalazi i broj A’. Takoder, primijenjujuéi istu lemu na brojeve (ap+1, ag+2, ..., ax+1) i (Zk41, 2k+2, .- -, 2k+1), na ploéi ée
se pojaviti broj B’.

Brojevi d; i dg su relativno prosti (u suprotnom bi postojao broj p koji bi dijelio d; i d2, pa bi time dijelio i sve brojeve
T1,T2,..., k1, Sto je u kontradikciji s time da su oni relativno prosti). Zato moZemo primijeniti Lemu 8 na brojeve
(A’,B") i (d1,d2). Sada se na plo¢i nalaze dva prirodna broja koja se odnose kao A i B. Kako prema (1) vrijedi A = B,
na plo¢i su se nakon kona¢no mnogo poteza pojavila dva jednaka broja, Sto smo i htjeli postiéi.

Dakle, Oleg moze garantirati pobjedu za svaki n > 1.

Napomena: Do relacije (1) moglo se doéi i zakljuc¢ivanjem da je skup {vi,v2,...,v,} linearno zavisan jer je podskup
(n — 1)-dimenzionalnog prostora Q"™ ',



