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Uvod

Cesto se moze ¢uti da uéenici, komentirajuéi zadatke, kazu da ne vole one zadatke koji poc¢inju s "DokaZzite
da...". Ovo predavanje sluzi da razbijemo predrasudu da su takvi zadatci teski, ili dapace, da su ti zadatci
uopce drukéiji od uobicajenih zadataka "koje volimo". Kao prvo, zadatak tipa "Dokazite da..." trebao bi biti
laksi od "Izrac¢unajte...". Pogledajmo primjer:

Primjer 1. Izracunajte sumu:

1 n 1 o 1
1-2  2-3 29-30°
Primjer 2. DokaZite da je suma
1 1 1
1223 T30
2
jednaka —9
30

Tako je drugi zadatak poceo ¢arobnom rije¢i "Dokazite", zadatak je malo laksi jer znamo koji rezultat trebamo
dobiti.

Takoder, i kod drugih primjera zadataka koji nisu oblika "Dokazite", rjeSenje ¢e u sebi sadrzavati neke dokaze.
Cilj ovog predavanja je da naudite razlikovati valjan od nevaljanog dokaza.

Prije nego §to krenemo s predavanjem, jedna napomena: u ovom predavanju nije bitno znate li rijesiti zadatke
iz primjera koji ¢e se pojavljivati. Cilj je da ti primjeri budu lagani i svima razumljivi. Bitno je da znate rijesiti
te zadatke pravilno.

Novi pojmovi

Da bismo lakse razlikovali valjani od nevaljanog dokaza, moramo nauciti neke nove pojmove.

Pojam tvrdnja ne treba mnogo objasnjavati. To je neki sud, neka recenica, koju Zelimo dokazati, ili koju
koristimo u dokazu neke tvrdnje. Nadalje, tvrdnja moze biti i neto¢na.

Primjer 3. Primjeri turdnji:

Listopad je deseti mjesec u godini.

Ana ima deset godina i Ivan ima jedanaest godina.

e Broj z je paran ili je broj y potpun kvadrat.

Svaki prirodan broj veéi je od nule.

e Neki prost broj ima sto razli¢itih djelitelja.

Napomena: medu tvrdnjama u primjeru sakrila se i jedna netocna. Odredite koja je to. Dakako, to je i dalje
tordnja. Tvrdnju moZemo i negirati. Tada dobijemo negaciju tvrdnje. U nekim slu¢ajevima negacija je
jednostavna, no ponekad nije. Primjerice, ako je tvrdnja oblika A i B, njena negacija je neA ili neB. Sli¢no,
negacija tvrdnje oblika A ili B je neA i neB. To mozete provjeriti primjerom iz stvarnog Zivota:

e Negacija tvrdnje Matija je bolji od mene i Luka je bolji od mene je Matija nije bolji od mene ili Luka nije
bolji od mene (ili drukéije receno, Bar jedan od njih dvojice nije bolji od mene.), a ne Metija-nije-bolji-od

menei-Lukanije-bolji-od-mene (tJ Nigedan-od-njil-doojice-nije-bolji-od-mene).



e Negacija tvrdnje Mama mi je dala novac ili mi je tata dao novac je Mama mi nije dala novac i tata mi
nije dao novac (ili drukéije re¢eno, Ni mama ni tata mi nisu dali novac), a ne Mema—mi-nije-dela-—nrovae

litatami-nije-dao-novee (1j., B&F—jeéﬁ&éé%ﬁ%h—d%j&#%mje—dﬂ@%%&e)

Sli¢no moramo paziti i kod negiranja tvrdnji koje u sebi sadrze rijeéi "svaki" (ili "svi") i "neki" (ponekad ¢emo
reéi i "postoji"). Primjerice, ako tvrdimo nesto za "svaki" prirodan broj, tada tvrdimo da to vrijediiza n =1,
izan =2.... Zato, prema gornjim zakljuécima, negacija je te tvrdnje da to ne vrijedi zan = 1 ili n = 2 ili
n =3.... Sli¢no je i kod obratne situacije.

Primjer 4. Negacije tvrdnji iz proslog primjera su:

e Listopad nije deseti mjesec u godini.
e Ana nema deset godina ili Ivan nema jedanaest godina.

e Broj z nije paran i broj y nije potpun kvadrat.

Neki prirodan broj nije veéi od nule.

Nijedan prost broj nema sto razli¢itih djelitelja (jer u duhu hrvatskog jezika nije da kaZemo Svaki prost
broj nema sto razli¢itih djelitelja.)

Jedan nacin kako da pripazimo jesmo li na pravi na¢in negirali tvrdnju je sljedeéi:

e Tvrdnja i njena negacija obuhvaéaju sve moguée slucajeve.

e Tocno jedna od njih je istinita.
Sljedeéi bitan pojam je implikacija. Implikacija nastaje kada dvije tvrdnje poveZemo uzro¢no-posljedi¢nom
vezom: Ako vrijedi turdnja A, onda vrijedi tvrdnja B. Implikaciju oznaéavamo sa A — B.

Primjer 5. Primjeri implikacija:

e Ako je sada listopad, sljede¢i mjesec je studeni.
e Ako osoba ima manje od osamnaest godina, ne konzumira alkohol.
e Ako je neki z djeljiv s 4, onda je djeljiv s 2.

e Ako su svi prirodni brojevi nenegativni, tada je neki realan broj prirodan.

Implikacije su klju¢ne za rjeSavanje nekih zadataka. Zadatak je najceSé¢e koncipiran tako da su nam zadane
tvrdnje Ay, ..., A,, i trebamo dokazati tvrdnju B. NaSe rjeSenje bit ¢e neko razgranato stablo povezano impli-
kacijama, kojima éemo zakljuéivanjem iz pocetnih tvrdnji na kraju zakljuciti zavrsnu tvrdnju.

Primijetimo jo§ nekoliko stvari. Kao prvo, implikacija opet moze biti istinita ili neistinita. Takoder, implikacija
dviju tvrdnji zapravo je nova tvrdnja. Teoretski, implikacija moze biti sastavljena i od tvrdnji koje su veé
implikacije nekih jednostavnijih tvrdnji. Ali, to je veé¢ za one koji Zele znati viSe i ne¢e nam biti potrebno. Ono
§to ée nam biti potrebno je da se implikacija moze negirati.

Upravo negacija implikacija je jedan ¢est primjer pogreSaka. PokuSajmo objasniti pravilnu negaciju na primjeru
Ako Ivan ima mangje od osamnaest godina, ne konzumira alkohol.

Koja je negacija ove tvrdnje? Postavite si pitanje: kako za neku osobu znamo da je prekrsila ovo pravilo?
Zasigurno ste si ve¢ u glavi zamislili maloljetnika koji pije alkohol. Da, to je to¢no, dakle negacija nase tvrdnje
je

Ivan ima manje od osamnaest godina i konzumira alkohol,

a ne




ili bilo koja varijacija gornje tvrdnje. Ukratko negacija implikacije nije nova implikacija, tj. nije zapisiva
u formatu Ako ..., onda .... Pravilo je sljedece

Negacija od A = B je A i neB.
Takoder, kod negacije implikacije treba obratiti paznju i prilikom negiranja implikacija u kojima se pojavljuju
rije¢i "svaki" i "neki".

Primjer 6. Negacije implikacija iz proslog primjera:

e Sada je listopad i sljede¢i mjesec nije studeni.
e Osoba ima manje od osamnaest godina i konzumira alkohol.
e Svaki broj z je djeljiv s 4 i nije djeljiv s 2.

e Svi su prirodni brojevi nenegativni i nijedan realni broj nije prirodan.
Tako smo jasno rekli kako se implikacije negiraju, primijetimo $to ¢emo dobiti sljede¢om transformacijom:

Za implikaciju A = B promotrimo implikaciju neB = neA.

Primjer 7. Primgjeri transformiranth tvrdnji:

e Ako sljedeéi mjesec nije studeni, tada ovaj mjesec nije listopad.
e Ako osoba konzumira alkohol, onda ona ima barem osamnaest godina.
e Ako neki broj nije djeljiv s 2, onda nije djeljiv ni s 4.
e Ako nijedan realni broj nije prirodan, onda je neki prirodan broj negativan.
Na prvim primjerima jasnije, a na kasnijim malo manje vidimo da smo spomenutom transformacijom dobili

jednake tvrdnje. Ovo ¢e biti klju¢ jedne metode dokazivanja.

Nadam se da su vam implikacije sjele. Jer ono $to slijedi je kombinacija dviju implikacija. Kazemo da su tvrdnje
A i B ekvivalentne ako jedna implicira (ili povlagi) drugu i obratno, tj. ako je A = B i B = A. Oznaka za
to je A <= B. U zadatcima se ova tvrdnja izri¢e rije¢ima "ako i samo ako". Sigurno ste se susreli s nekim
teoremima koji spominju ekvivalenciju, ali do sada niste na to obracali paznju.

Primjer 8. Primgjeri (tocnih) ekvivalentnih tvrdngji

e Trokut je pravokutan (s hipotenuzom c¢) ako i samo ako za njegove duljine stranica vrijedi a? + b = ¢?

(Pitagorin poucak).
e Cetverokut je paralelogram ako i samo ako mu se dijagonale raspolavljaju.
Kao §to smo rekli, ekvivalencije su dvije implikacije i tome treba pristupati na taj nacin:
e Ako je neki uvjet u zadatku dan ekvivalencijom, smijemo (i najées¢e moramo, kako bismo uopée rijesili
zadatak) iskoristiti obje implikacije.
e Ako je tvrdnja zadatka dokazati ekvivalenciju, tada trebamo dokazati dvije implikacije, dakle, trebamo
pristupiti kao da rjeSavamo dva zadatka.

Sad bismo i sami trebali znati kako negirati ekvivalenciju.

Takoder, sada kad znamo $to je ekvivalencija, onu transformaciju od prije moZzemo prokomentirati matematicki
to¢nijim rje¢nikom. Dakle, tvrdnje A = B i neB = neA su ekvivalentne. Ne moZemo ba$ reé¢i da su tvrdnje
iste, ali mozemo reéi da kad god vrijedi jedna, da tada vrijedi druga i obratno.



Primjer zadatka

Svjestan sam da je gornji dio dosadan, barem je bio manje zabavan od uobic¢ajenih online predavanja. Ali sad
¢éemo vidjeti zasto je to bilo bitno.

Zadatak 1.
Nadite rjesenja jednadzbe

Va2 +5=2zx+1.

Prvo rjesenje.
Kvadriramo jednakost: )
24+ 5=42"+4z+1
0 =32+ 4z — 4

3<17%) (z4+2)=0

Dakle, rjesenja jednadzbe su z = - i x = —2.

[SVRR V)

2
Ovo se ¢ini kao valjano rjesenje, sve dok ne provjerimo dobivena rjeSenja. Tada vidimo da = = 3 jest rjesenje,
no x = —2 nije. Postavlja se pitanje gdje smo pogrijesili.
Vjerojatno ste u $koli naucili da u takvim tipovima zadataka (kada se pojavljuje korijen na bar jednoj strani

jednakosti) na kraju rjeSavanja treba provjeriti rjeSenje. Sada ¢emo bolje objasniti zaSto to treba napraviti i
kada to treba napraviti.

Primijetimo da smo u stvari nagim nizom jednakosti uspostavili niz implikacija. Za sve x za koje vrijedi jednakost
V2 +5 = 2z + 1, zakljuéili smo da vrijedi i jednakost 22 4+ 5 = 422 4+ 4z + 1, pa smo zakljuéili da za sve takve
x vrijedi i jednakost 0 = 322 + 4z — 4, itd., dok nismo zakljucili da za sve takve x vrijedi da su u skupu {—2, %}
Dakle, dobili smo implikaciju:

ako je x rjeSenje prve jednadzbe, onda se ono nalazi u skupu {—2, % .

Ono §to smo mi na kraju zakljudili je da je konacan skup rjeSenja upravo skup koji smo i dobili na kraju:
{-2,2}. Dakle, zakljuéili smo i obratno

ako je x u skupu {-2, %}, onda ono zadovoljava i prvu jednadzbu vx2 +5 = 2z + 1.
Dakle, pretpostavili smo da smo dobili ekvivalenciju, ne samo implikaciju. Tu se krije pogreska u naSem

zaklju€ivanju. Provjerimo imamo li doista tu drugu implikaciju.

Uistinu, ako je z u skupu {—2, %}, onda zadovoljava jednakost 3 (m . %) (r+2) = 0, neupitno zadovoljava
jednakost 0 = 322 + 4z — 4, i neupitno zadovoljava jednakost 22 + 5 = 42% 4+ 42 + 1. U svakom od ovih koraka
samo smo drugacije zapisali svaku stranu jednakosti, ili smo na svaku stranu jednakosti dodali jednak broj.
Dopusteno nam je bilo i svaku stranu jednakosti pomnoziti jednakim brojem. No, sljedeéi korak

P’ +5=4r?+4r+1=Va2+5=20+1
viSe nije dozvoljen. Naime, ovaj zakljucak jednak je zakljucku
a?=b=a=0.

Znamo da to opcenito ne vrijedi (pogledajte primjer a = —7,b = 7).

Izmedu svake druge dvije jednakosti mi smo uspostavili ekvivalenciju, samo izmedu prve dvije nismo imali
ekvivalenciju. Zbog toga viSe nismo mogli re¢i da je skup koji smo dobili na kraju uistinu skup rjesSenja nase
jednadzbe, nego samo nadskup. Da nademo koji je to uistinu podskup, najjednostavnije je provjeriti sve brojeve
iz rjeSenja.

Dakle, ovako bi i8lo pravilno rjesenje:



Drugo rjesenje.
Po¢nimo od prve jednakosti:
Vrz+5=2z+1
— (kvadriranjem) 2?45 =42 +4x+1
= 0=32"+4z -4

— 3(1-7%)(1-%):0

3

Kako smo dobili da je prva jednakost implicira z € {-2, %}, znamo da ako je x rjeSenje, da se nalazi u spomenutom
skupu. Sada trebamo samo izbaciti "uljeze" iz skupa, tj. provjeriti koji brojevi u skupu nisu rjeSenje. To se radi
direktnom provjerom:

= ze{-2

r=-2:y2245=3, 20+ 1= -3 — x = —2 nije rjeSenje;

2 2
T = 3 Vx?+5= ; 2.7:—}—1:% = = gj(}st rjeSenje.

Dakle, x = % je jedino rjeSenje jednadzbe.

Zato, odsad, svaki put kada rjeSavate jednadzbu, piSite znakove ekvivalencije (ako su jednadzbe ekvivalentue,
dakako). Da smo u proslom zadatku dobili da su sve jednadzbe ekvivalentne, ne bismo morali raditi zavr$nu
provjeru, jer bismo imali

x zadovoljava Va2 + 5 =2x +1 <= z je u skupu {-2, %},

dakle, imali bismo uistinu pravi skup rjesenja.

Pisanje ekvivalencija je posebno bitno kod rjesavanja nejednakosti, jer se tamo ¢esto dogodi da nemamo impli-
kaciju. Cesto se na natjecanjima dogodi da, iako sve nejednakosti koje primijenite budu ekvivalentne, rjesenje
vam ne bude evaluirano kao valjano (za maksimalan broj bodova) samo zbog toga Sto niste popisali znakove
ekvivalencije.

Pogledajmo jedan drugi primjer zadatka:

Zadatak 2.
Neka su a i b realni brojevi takvi da je a + b =1, ab # 0. Dokazite da je
a b 2(b—a)

B—-1 a3—1 a202+3

RjesSenje.
Primijetimo prvo da su svi izrazi dobro definirani, jer brojevi a® — 1 i b*> — 1 nisu nula. Razlog tome je 3to je

(a®=1)=(a—1)(a®+a+1).

Druga zagrada nikad nije nula za realne brojeve (kvadratna jednadzba nema realnih nultoc¢aka). S druge strane, koristeci
ab3+_b 1:) 11 ab # 0 vidimo da b nikad nije nula, pa stoga a nikad nije jedan, dakle, ni (a — 1) nikad nije nula. Sli¢no za
;rvo zapiSimo neke identitete koji ¢e nam mozda zatrebati:
L. 1=(a+b)?=a*+b+2ab = a*+b*> - 1= —2ab.
2. 1=(a+0b)®=a’+3a’b+3ab®> +b* = a® + b* + 3ab(a + b) = a® + b* + 3ab = a® +b> =1 — 3ab.
3. (a* = b") = (a® = b*)(a® + 1) = (a — b)(a + b)(a® + V%) = (a — b)(a® + V7).
Pojednostavljujemo izraz koji treba dokazati:
a b 20b-a)
-1 a*—1 a?b*+3

a*—a—-b*4+b  2(0b-a)

(> —=1)(b*>—1) a?b?+3
(a* =) —(a—b) 2(b—a)

(@3 —1)(b3 —1) — a2b2+3
(> +b*)(a—b) —(a—0b) 2(b—a)

k A‘t‘. 3: - - = - -
oristimo (@® — 1) — 1) a?b? + 3




(a—b)(a®+b*—1)  2(b—a)

(a3 =1)(b% —1) a?b? + 3
. —(a —b)2ab 2(b—a
koristimo 1: (@ (_ 1)(b)3 ) = agbz +;

—(a — b)2ab(a®b® +3) = 2(b— a)(a® — 1)(b* — 1)
(b—a)(2a°b* + 6ab) = 2(b — a)(a®b® — (a® + ) + 1)
koristimo 2: (b — a)(2ab”® + 6ab) = 2(b — a)(a®b® — (1 — 3ab) + 1)
(b— a)(2a°b® + 6ab) = 2(b — a)(a’b’ + 3ab)

(b— a)(2a°b® + 6ab) = (b — a)(2a°b” + 6ab)
0=0

Time je dokaz gotov.

Odmah u detalje, ovaj dokaz je kriv. Opet, kada mi piSemo jednakosti iz reda u red, ako drukéije ne naglasimo,
mi smatramo da kazemo ako vrijedi prva linija, onda vrijedi druga linija, itd. Ako tako proc¢itamo na$ dokaz,
mi smo zapravo dokazali

Ako vrijede pretpostavke zadatka (a +b = 1,ab # 0) i ako vrijedi

a b 2(b—a)

B—-1 a3—1 a2b2+3

tada je 0 = 0.
Ono kako smo mislili da ¢emo izvesti dokaz je:

Ako vrijede pretpostavke zadatka (a +b=1,ab # 0) i ako vrijedi 0 = 0 ($to je pretpostavka koju smijemo
dodati pretpostavkama zadatka, jer je uvijek toéna), tada je
a b 2(b—-a)
B—-1 a3—1 a2?+3

Postoje dva nac¢ina kako popraviti ovaj dokaz. Jedan je prepisati sve jednakosti koje smo napisali, i zapisati ih
u obratnom redoslijedom. Tako ¢e netko modéi uistinu procitati 0 =0 = ... = jednakost koju smo trebali
dokazati. No, sloZit ¢emo se, to je mnogo posla. Takoder, tako nitko neée moéi vidjeti na$ tok misli, i nitko
neée modi niSta nauciti iz naSeg rjeSenja. Drugi, mnogo laksi zapis, je da na pocetku svake jednakosti napisemo
znak <. Time smo naznacili da su sve jednakosti koje smo napisali ekvivalentne.

To je upravo i nacin kako inace postupati u zadacima. Ako trebamo dokazati neki komplicirani identitet, tesko
je poceti nekako drugacije nego da po¢nemo od tog identiteta. Dakle, nas tok misli je da komplicirani identitet
zamjenjujemo jednostavnijima, dok ne dobijemo neki jednostavni za koji neupitno znamo da je tocan. Kada ga
dobijemo, provjerimo jesu li sve jednakosti po tom putu ekvivalentne. Ako da, kod svake jednakosti stavimo
znak ekvivalencije, naznacavajuéi da smo svjesni da su jednakosti ekvivalentne. Time je dokaz potpun.

Tako se u ovom trenutku ¢ini da postavljanjem niza znakova ekvivalencija nismo postigli mnogo, varate se. To
razlikuje pravo rjeSenje od krivog rjeSenja. Moze se dogoditi da u nekoj jednakosti kvadriramo ili korijenujemo
svaku stranu jednakosti, ¢ime nestaje ekvivalencija i dokaz vise nije valjan.

Pogledajmo jos jedan jednostavan primjer kod dokazivanja nejednakosti.

Zadatak 3.
Dokazite nejednakost

[t

_ab 1
a2 +b2 " 2

za sve realne brojeve a, b takve da je ab # 0.

Rjesenje.

Tako smo u skoli vjerojatno naucili pravilo nikad ne mnoziti nejednakosti s nepoznatim izrazom, to ¢emo pravilo
odmah sada malo promijeniti. Pomnozimo obje strane nejednakosti s 2(a? + b?). Kako je taj broj razli¢it od nule
(jer je ab # 0) i kako je nenegativan (kao zbroj kvadrata realnih brojeva), on je pozitivan. Mnozenjem jednakosti s
pozitivnim brojem ne mijenja se znak nejednakosti, pa je sve u redu. (U nejednakostima cesto Zelimo mnoZiti svaku



stranu nekim nepoznatim izrazom. To smijemo napraviti nakon $to napravimo analizu poput gornje.) Nakon mnoZenja
= . : 2 2 »
pocetne nejednakosti s 2(a” + b*) dobijemo
2 2
< 2ab<a” +0b".

Sada uocavamo kvadrat razlike, a nakon toga ¢e dokaz biti i gotov:

& 0< (a— b)2.
Kako zadnja nejednakost vrijedi za svaka dva realna broja i nejednakost je ekvivalentna pocetnoj, dokaz je gotov.
Jednakost u prvoj nejednakosti vrijedi onda i samo onda kad vrijedi i u zadnjoj nejednakosti, a to je kad je a = b # 0.
Opet, upravo postavljanje znakova ekvivalencija (i komentiranje tih ekvivalencija kad nije najjasnije da te
ekvivalencije uistinu vrijede) razlikuje valjano od nevaljanog rjeSenja. Zato je ovo rjeSenje valjano.

Primijetimo i veznik koji smo iskoristili na kraju: onda ¢ samo onda. To je jo$ jedan nacin izrazavanja ekviva-
lencije. Ono §to smo uistinu htjeli reé¢i zadnjom recenicom je

Ako vrijedi jednakost u prvoj nejednakosti, onda vrijedi i u zadnjoj. Takoder, ako vrijedi jednakost u zadnjoj
nejednakosti, tada vrijedi i u prvoj.

Opet, upravo su nam ekvivalencije omogucile ovakav zakljucak.

Obrat po kontrapoziciji

Ovaj veliki termin spomenut u naslovu poglavlja ve¢ smo naudili u jednom od drugih poglavlja. Obrat po
kontrapoziciji komplicirani je na¢in izrazavanja ekvivalencije izmedu sljedeé¢ih tvrdnji

Tvrdnja A = B ekvivalentna je s neB = neA.
Pokazimo kako éemo to iskoristiti na jednom primjeru iz geometrije:

Zadatak 4.

Dan je etverokut ABC'D u kojem ne vrijedi a + ¢ = b + d za duljine njegovih stranica AB, BC,CD, DA.
Dokazite da tada Cetverokut nije tangencijalan.

Napomena: cetverokut je tangencijalan ako mu se moze upisati kruznica. U ovom ée zadatku biti pokazano
jedno korisno svojstvo tangencijalnih ¢etverokuta, a vise govora o tangencijalnim ¢etverokutima bit ¢e u kasnijim
predavanjima.

Rjesenje.
Obrat po kontrapoziciji u ovom zadatku namece se sam od sebe, buduéi da ne znamo nikako iskoristiti pretpostavku
oblika ne wvrijedi .... Dakle, umjesto ovog zadatka, dokazujemo njegovu reformulaciju:

Dan je ¢etverokut ABC D koji jest tangencijalan. Dokazite da tada vrijedi a + ¢ = b + d za duljine njegovih stranica
AB,BC,CD,DA.

Dokaz koji slijedi ne koristi nikakve nove trikove, nego je klasican geometrijski dokaz. Kako je ¢etverokut tangencijalan,
postoji njemu upisana kruZnica, koja ima srediste u S. Neka dodiruje njegove stranice AB, BC,CD, DA u to¢kama
E,F,G, H redom.

Kako se tocke F, H nalaze na spomenutoj kruznici, vrijedi |ES| = |SH|. Nadalje, kako kruznica dodiruje spomenute
duzine bas u tockama E, H, te su duzine tangente spomenute kruznice u tim tockama, pa je ZSEA = /SHA = 90°.
Konacéno, kako trokuti SAE i SH A dijele stranicu AS, prema SSK poucku (pravi kut zasigurno je najveéi kut u trokutu),
ti trokuti su sukladni. Odavde ¢emo zakljuciti |AE| = |AH|. Na sli¢an nacin zaklju¢ujemo ukupno Cetiri jednakosti:

|AE| = |AH|, |BE| = |BF|, |CF|=|CG|, |DG| = |DH]|.
Odavde je
a+c=|AB|+|CD|=|AE|+ |BE| + |CG| + |DG| = |AH| + |BF| + |CF| + |DH| = |AD| + |BC| = b+ d,

¢ime je dokaz gotov.

Dakle, ukoliko imamo tvrdnje u zadatku koje su oblike ne vrijedi..., isplati se pokuSati napasti zadatak obratom
po kontrapoziciji. Takoder, moZemo ga primijeniti i u nekim nejednakostima oblika:



Ako za neke realne brojeve vrijedi
kompliciran izraz 1 > kompliciran izraz 2,
dokazite da je tada

jednostavan izraz 1 > jednostavan izraz 2.

Ponekad je lakSe rjeSavati transformiran zadatak:

Ako za neke realne brojeve vrijedi
jednostavan izraz 1 < jednostavan izraz 2,
dokazite da je tada

kompliciran izraz 1 < kompliciran izraz 2.

Metoda kontradikcije

Mnogi ovu metodu dokazivanja nazivaju metodom. Misljenje autora ovog predavanja je da je to krivo, i da je
ovo samo jedan mali alat koji pomaze.

Pogledajmo kako funkcionira. Svi zadatci su sljedeéeg oblika:
Poznato je da vrijede tvrdnje A1, Ao, ..., Ar. Dokazite da tada vrijedi tvrdnja B.

Metoda kontradikcije funkcionira na sljedeéi nacin:

Pretpostavimo da vrijede tvrdnje Ay, Ao, ..., Ax, neB. Dokazimo da sve te pretpostavke ne mogu zajedno
vrijediti, tj. da pretpostavljanjem svega navedenog dobivamo neku neistinitu tvrdnju. Dobit éemo
kontradikciju.

Kako znamo da je takvo neSto valjano? Prvi pristup da to vidimo je sljedeéi: pretpostavimo da vrijedi
Ay, As, ..., Ag. Tada ili vrijedi B ili vrijedi neB. Idemo dokazati da sigurno nece vrijediti neB.

Drugi slucaj da to zaklju¢imo je sljedeéi: nas zadatak je dokazati sljedeé¢u implikaciju:
(A1,As,...,Ax) = B.
Rekli smo kako dobijemo negaciju te tvrdnje:
negacija zadatka: (Ag, As, ..., Ag) i neB.
Dakle, dokazat ¢emo da to ne vrijedi, tj.
Dokazimo da je nemoguée imati (41, A, ..., Ag) i neB.

Da dokazemo da neki skup pretpostavki ne vrijedi, najéesée ¢emo dobiti da istovremeno treba vrijediti A; (neka
pretpostavka) i neAd; (negacija te pretpostavke). Znamo da to istovremeno ne moze vrijediti. Ponekad mozemo
dobiti i neku nesmislenu tvrdnju: ako iz gore navedenog skupa pretpostavki dobijemo primjerice 1 = 0, dobili
smo da je nemoguce imati (A1, As, ..., Ar) 1 neB, ¢ime smo dobili kontradikciju, i opet je dokaz potpun.

Idemo to objasniti na primjeru:

Zadatak 5.
Dokazite da je v/2 iracionalan broj.

RjeSenje.
Ovo je dobar primjer na kojem pokazati ovaj nac¢in dokazivanja, budué¢i da prakticki nemamo nijednu pretpostavku u
zadatku. Sve §to trebamo dokazati je da je v/2 iracionalan.



Kao i u svakom rjeSenju koje ide na ovaj nacin, mi ¢emo pretpostaviti suprotno, tj. pretpostavimo da je v/2 racionalan.
Sada trebamo dobiti neku kontradikciju.

Koristimo definiciju racionalnog broja: broj x je racionalan ako postoje cijeli broj m i prirodan broj n takvi da je x = —.
n

Dakle, neka su m i n takvi brojevi da je V2 = ™ Mozemo dodatno i bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da
n

su m i n relativno prosti, tj. da im je najveéi zajednicki djelitelj jednak 1. Ako nije, ako imaju neki faktor d, dijeljenje
brojnika i nazivnika s tim brojem ne mijenja vrijednost razlomka. Dakle, imamo

V2= ﬂ, D(m,n) = 1.
n

Kvadriramo jednakost i pomnozimo obje strane s n’:
2 2
= 2n° =m".
Primjec¢ujemo da je lijeva strana jednakosti parna, pa takva mora biti i desna. Dakle, m mora biti paran. Neka je mi
cijeli broj takav da je m = 2m;. Uvrstimo to u sljede¢u gornju jednakost:

= 2n° =4mi = n®=2m].

Dobili smo jednu sliénu jednakost. Sliéno zaklju¢ujemo da je n paran: postoji prirodan broj n; takav da je n = 2n;.
No, primijetimo da smo sada dobili da su i m i n parni brojevi. Dakle, D(m,n) > 2 (piSemo vece ili jednako jer teoretski
moze biti i neki jo§ veéi djeljitelj). Mi smo pretpostavili da je D(m,n) = 1. Time smo dobili kotradikciju. Ono §to smo
prvotno pretpostavili se ispostavilo krivo, dakle v/2 jest iracionalan.

Napominjemo dvije stvari:

e U jednom trenutku uveli smo jednu dodatnu pretpostavku (D(m,n) = 1), naglasivsi da smo to uveli
bez smanjenja opéenitosti. Opéenito, u rjeSavanju raznih zadataka, neSto moZemo pretpostaviti bez sma-
njenja opcenitosti ako nam ta dodatna pretpostavka smanjuje broj slucajeva koje treba provjeriti, a tu
pretpostavku nije pogresno uvesti. U ovom primjeru nije bilo pogresno pretpostaviti da je D(m,n) = 1

m
zato §to ako je D(m,n) = k, moZemo cijeli dokaz primijeniti za brojeve m/,n’, gdje je m’ = E,n’ =

Cesta pretpostavka bez smanjenja opéenitosti je uredaj varijabli (npr. a > b > ¢), naravno ukoliko
nejednakost simetri¢na.

> 3

—
¢

e Primijetimo da kontradikcija koju smo dobili nije neka sam po sebi kontradiktorna tvrdnja (poput 1 = 0)
ili tvrdnja koja je u sukobu s nekom pretpostavkom iz zadatka, nego je kontradikcija s pretpostavkom
koja je proizasla iz pretpostavljanja bez smanjenja opcenitosti. Iako se to ¢ini ¢udnim, dokaz je tocan:
dobili smo dvije tvrdnje (D(m,n) =11 D(m,n) > 2) koje se zajedno pobijaju.

Problemi u kombinatorici

U logi¢no-kombinatornim zadatcima postoji jako mnogo nac¢ina kako proizvesti nevaljan dokaz, i tesko je popisati
sve opasnosti. Ovdje ¢emo opisati dva primjera.

Zadatak 6.
Dano je n + 1 prirodnih brojeva manjih ili jednakih 2n. DokaZzite da medu njima postoje dva koja su relativno
prosta.

Prvo rjesenje.

Uzmimo sve parne brojeve iz skupa {1,...,2n}. Njih ima n. Trebamo uzeti jo$ jedan broj. Koji god uzmemo, naci
¢emo neki broj koji je relativno prost s njim (primjerice, njegov sljedbenik ili prethodnik veé se nalazi u skupu, a oni su
relativno prosti). Kako i u ovom najgorem slu¢aju ne moZzemo staviti n + 1 brojeva u skup tako da nikoja dva ne budu
relativno prosta, dokaz je gotov.

Ukratko, ukoliko za neku konstrukciju kazemo da je najgori slucaj, u 99% slucajeva mozemo reéi da je rjeSenje
krivo. Sto znaci da je neki slucaj najgori? Je li taj sluc¢aj najgori? Kako znamo da i u ostalim slu¢ajevima, koji
su malo manje "gori", ne¢emo moc¢i nac¢i skup od n + 1 brojeva?

Svaki dokaz mora se temeljiti na pretpostavkama zadatka, poznatim teoremima i tvrdnjama i na implikacijama

koje su jasne i to¢ne. U algebarskim zadatcima te implikacije su jasne, jer malo promijenimo svaku stranu
jednakosti. U kombinatornim zadatcima to se mijenja, ne postoje jasne spone jer ni ne postoje jasne tvrdnje



poput jednakosti ili nejednakosti. Najbolji nac¢in kako provjeriti to¢nost svog zadatka je da si na svaku svoju
tvrdnju postavite pitanje zasSto. Takoder, ako ve¢ koristite pojam "najgori slucaj", odgovorite na pitanje po
kojem kriteriju najgori sluc¢aj, i mozete li dokazati da je to najgori sluc¢aj?

Pokazimo sad i pravilno rjesenje. Temelji se na Dirichletovom nacelu, koji je prezentiran u nekom od prvih
online predavanja.

Drugo rjesenje.
Pripremimo rjesenje za Dirichletov princip: promotrimo "kutije" {1,2}, {3,4}, ..., {2n — 1,2n}. Kutija ima n. Znamo
da je na pocetku odabrano n + 1 brojeva. Dakle, prema Dirichletovom principu, postoji barem jedna kutija u kojoj su
odabrana barem dva (dakle oba) broja. Stoga, zasigurno smo odabrali dva uzastopna prirodna broja (2k — 1,2k iz iste
kutije) medu tih n + 1. Ta su dva broja relativno prosta (ako neki d dijeli svaki od njih, onda dijeli i njihovu razliku,
koja je jednaka 1).

Pokazimo jo$ jednu ¢estu pogresku koja se pojavljuje i u nekombinatornim zadatcima.

Zadatak 7.

Sedam kosarkagkih klubova odluéilo je odigrati ligu. Svaka dva kluba trebaju odigrati medusobno to¢no jednu
utakmicu. Svaki klub moZe odigrati jedan dan to¢no jednu utakmicu. Odredite najmanji moguéi broj dana
u kojem oni mogu odigrati ligu. (Za razliku od stvarnog Zivota, pretpostavljamo da igra¢ima ne trebaju dani
pauze, tj. ako treba, mogu odigrati i sve utakmice u uzastopnim danima.)

Prvo rjesenje.

Dano je n = 7 klubova. Svaki klub mora odigrati to¢no jednu utakmicu sa svakim drugim klubom. To je ukupno
7-6
2
odigrati najvise tri utakmice (kad bi bilo Eetiri ili vise utakmica, po Dirichletovom principu dobijemo da je to nemoguée

- sami zakljucite zasto). Dakle, dobili smo da je potrebno najmanje 21/3 = 7 dana da bi se zavrsio turnir.

= 21 utakmica (dijelimo s dva jer bismo u suprotnom dvaput brojali utakmicu A s B i B's A). Svaki dan mogu se

Sada trebamo dokazati da se za m = 7 moze i konstruirati takav turnir. Nazovimo klubove prirodnim brojevima
1,2,3,4,5,6,7. Tada je primjer jednog takvog turnira:

e 1. dan igraju: (1,2),(2,4),(5,6)

e 2. dan igraju: (1,3),(2,4),(5,7)

e 3. dan igraju: (1,4),(2,3),(6,7)

e 4. dan igraju: (1,5),(2,6),(3,7)

e 5. dan igraju: (1,6),(2,7),(4,5)

e 6. dan igraju: (1,7),(3,5),(4,6)

e 7. dan igraju: (2,5),(3,6),(4,7)

Direktna provjera dokazuje da svaki klub igra sa svakim klubom toc¢no jednu utakmicu i da nijedan dan ne igra dvije
utakmice.

Neke ¢itatelje drugi dio dokaza mogao bi iznenaditi. Je li to uistinu potrebno dokazati? Odgovor je da. Opéenito,
u zadatcima oblika Nadite najmangi prirodan broj takav da ima neko svojstvo treba dokazati dvije tvrdnje:

e Taj prirodan broj (koji smo nasli i tvrdimo da je odgovor na pitanje) ima zadano svojstvo.
e Taj prirodan broj uistinu jest najmanji s tim svojstvom (ili lakSe dokazivo, nijedan broj manji od tog
broja nema to svojstvo).

Sad je malo jasnije da jedan dio dokaza ne moze i¢i bez drugog:

e Ako dokazemo samo da taj broj ima to svojstvo, ne znamo je li to najmanji. Neki manji broj moze takoder
imati to svojstvo.

e Ako dokaZemo da nijedan broj manji od tog nema dano svojstvo, ne znamo da na$ broj uistinu ima zadano
svojstvo.

Prvi dio dokaza gornjeg zadatka odgovara drugoj natuknici, konstrukcija odgovara drugoj natuknici. Da poka-
Zemo da je na§ dokaz, da se nismo drZali gornjih pravila, mogao biti pogresan, "dokazimo" (na krivi nac¢in) da
je rjeSenje zapravo 6.
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Drugo rjesenje.
Znamo da svaki klub mora odigrati to¢no 6 utakmica. To se ne moze napraviti u manje od 6 dana. Dakle, turnir se
mora odvijati barem 6 dana. Zato tvrdim da je odgovor 6.

U kontekstu prvog dokaza i gornje rasprave, jasno je da je drugo rjeSenje krivo. Ipak, izvan tog konteksta, lako
se zabuniti.

Pogledajmo jos jedan primjer takvog zadatka u nejednakostima.

Zadatak 8.
Dani su pozitivni realni brojevi a, b, ¢ takvi da je abc = 1. Nadite najveéi realan broj m takav da je zadovoljena
nejednakost

1 n 1 n 1 S 1 " 1 n 1
—_—t =4+ —=—>m|-+-+-].
a2b? b2z 2a? a b ¢

Rjesenje.
Uz jedinu razliku da se sad ne trazi najmanji nego najveci broj s nekim svojstvom, napadamo zadatak jednako. Trazimo
kandidata takvog da je nejednakost zadovoljena za sve a, b, ¢, a onda dokazemo da je to i najveci takav m.

Za ovaj zadatak potrebna nam je AG nejednakost za dva nenegativna realna broja x,y:

Y E

Ova je nejednakost ekvivalentna s

2
(\f - \/@) 2 01
pa ocito vrijedi. Vise rije¢i o AG i sli¢nim nejednakostima bit ¢e u idué¢im predavanjima.

Primjenjujemo spomenutu nejednakost za svaka dva para sumanada s lijeve strane:

L—i—L >\/71 L —('er'eabc—l)—l
22 "2z ) T\ vt T oabze W WCT U T
1 1 1 1 L. 1
(1)2(,'2 - (:2(12) > V b2cta? ~ ba (jer je abe =1) = ¢’
1 1 1 1 .. 1
(7+T> 2\ Gt = cazp ~ Uerieabe=1) =

Kada zbrojimo sve lijeve i sve desne strane nejednakosti, dobijemo

N =

N = DN | =

R T SR U
a?b? b2 a2 T a ’

Zato sumnjamo da je m = 1. Dakle, trebamo pokazati
e m = 1 ima svojstvo (tj. poetna nejednakost vrijedi kada uvrstimo m = 1) — to smo pokazali
e m =1 je najvedi s tim svojstvom, ili lakSe, nijedan broj ve¢i od 1 nema to svojstvo.

Za drugi dio (vidi napomenu u nastavku), dovoljno je na¢i samo jedan primjer brojeva a, b, ¢ takvih da pocetna nejed-
nakost ne bude zadovoljena za m > 1. Za to nam pomazu nejednakosti koje smo primjenjivali i slucaji jednakosti koje
se postizu. Znamo da se u AG nejednakosti slucaj jednakosti postize kad su izrazi na koje primjenjujemo nejednakost
jednaki. U naSem slucaju: a?b® = b?c? = c?a”®. Sami provjerite da je to ekvivalentno s a = b = ¢ = 1. Pa, uvrstimo li
taj slucaj u poc¢etnu nejednakost, dobit ¢emo:

1+1+1>m(1+14+1) = m<1.

Dakle, m je uistinu najvecéi takav broj, i dokaz je gotov.

Opet moze biti nejasan drugi dio dokaza. Dakle, po prvom dijelu dokaza, mi smo dokazali da je m = 1 jedan
kandidat za rjeSenje. Takoder, implicitno, vidi se i da su svi brojevi m < 1 kandidati za rjeSenje, jer je

1 n 1 n 1 S 1 . 1 n 1 S 1 n 1 . 1
—mtmst a2 |-ttt )2m{ -+ -+,
a?b? b2 c2a? a b ¢ a b ¢
gdje smo na kraju iskoristili samo nejednakost m < 1. Dakle, zasad je skup svih moguéih realnih brojeva m za

koji vrijedi po€etna nejednakost (00, 1]. Postavlja se pitanje, postoji li jo§ neki broj, veéi od jedan u tom skupu.
Zelimo dokazati da je
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Za sve brojeve m veée od 1 pocetna nejednakost nije zadovoljena za bar jedan primjer brojeva
a,b,c >0, abc = 1.

(Sjetimo se: kod negiranja tvrdnji koje sadrze "svi", "za svaki", ti izrazi se mijenjaju u "postoji", "neki".) To
moZemo napasti metodom kontradikcije:

Pretpostavimo da postoji my > 1 takav da je pocetna nejednakost zadovoljena za sve a,b,c > 0, abc = 1.

Kako je nejednakost zadovoljena za sve a, b, ¢ > 0, abc = 1, onda je zadovoljena i za trojku brojevaa =b=c= 1.
(Budite oprezni: ovdje vrijedi samo implikacija, ali ta implikacija nam je i potrebna.) Sada uvrstimo kao i pri
kraju rjeSenja:

1+14+1>2me(1+14+1) = mo < 1.

Dakle, dobili smo da je my < 1. Kako smo pretpostavili da je mg > 1, dobili smo kontradikciju, dakle nasa
tvrdnja je dokazana.

Uistinu je skup svih moguéih brojeva m jednak (0o, 1]. Jasno je da je najveéi medu njima m = 1.

Jos jedan kratki savjet: pri dokazivanju da je m = 1 najveéi, uvrstili smo brojeve a = b = ¢ = 1. Opcenito je
recept u zadatcima ovakvog tipa da se uvrStavaju oni brojevi za koje se postigne jednakost u nejednakostima
koje smo primjenjivali.

Zadatci

Buduéi da je svrha ovog predavanja pokazati neke osnovne ideje (i greske) u matematickim dokazima, ne postoje
specifiéni zadatci vezani uz ovo predavanje. Zato sljede¢i zadatci obuhvacaju razli¢ite teme iz matematike i
sluze vama kao vjezba dokazivanja i provjera koliko ste shvatili ideje koje su ovim predavanjem obuhvaéene. U

zadatcima u kojima trebate nesto dokazati dana je uputa za dokaz, a od vas se ocekuje da provedete cjelovit
dokaz.

Zadatak 9.
Dokazite da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

Rjesenje.

Uputa: provedite dokaz metodom kontradikcije. Pretpostavite suprotno, tj. da prostih brojeva ima kona¢no mnogo i
oznacite te brojeve s p1, p2, ..., pn. Zatim promotrite broj P = pip2---pn + 1 i pokazite kako on nije djeljiv ni s jednim
od brojeva pi1, p2, ..., pn. Gdje se u ovom dokazu nalazi kontradikcija?

Takoder, je li broj P prost? Dobro razmislite o ovome.

Zadatak 10.
Promotrite sljedeéi niz jednakosti:

\/4—2\/§=\/1—2x/§+3=\/(1—\/§)2=1—\/§.

Uodite da je izraz na pocetku pozitivan broj, dok je izraz na kraju negativan broj. Gdje je greska u racunu?

Zadatak 11.
Ako su u trokutu dva kuta jednake veli¢ine, dokazite da su stranice nasuprot tim kutovima jednake duljine.
Vrijedi li obrat ove tvrdnje?

Rjesenje.
Uputa: povucite visinu na stranicu koja lezi uz oba ta kuta i primijenite odgovarajuc¢i poucak o sukladnosti trokuta.
Obrat ove tvrdnje dokazuje se analogno.

Zadatak 12.
DokaZite obrat Pitagorinog poucka: ako za duljine a, b, ¢ stranica trokuta ABC vrijedi a? + b = 2, onda je taj
trokut pravokutan.
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Rjesenje.
Uputa: promotrite pravokutan trokut A’B'C’ za koji vrijedi |B'C’| = a i |A’C’| = b. Primijenite Pitagorin poucak na
taj trokut i primjenom odgovarajuéeg poucka o sukladnosti trokuta pokazite da su trokuti ABC i A’B’'C’ sukladni.

Zadatak 13.
Uzmimo proizvoljan skup od kona¢no mnogo duzina u ravnini. Matematickom indukcijom ¢emo pokazati da
sve duzine u tom skupu imaju jednaku duljinu.

e Baza: u jednoclanom skupu o€ito sve duzine imaju jednaku duljinu.

e Pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. da u skupu od n duZina sve duzine imaju
jednaku duljinu.

e Korak: uzmimo neki skup S od n + 1 duzine. Izbacimo jednu duZinu iz S, nazovimo ju AB. Tako
dobiveni skup 8§’ ima n duZina, pa prema pretpostavci indukcije sve duZine u tom skupu imaju jednaku
duljinu. Izbacivanjem neke duzine iz skupa &', dodavanjem duzine AB i ponovnom primjenom pretpostavke
indukcije vidimo kako i duzina AB ima jednaku duljinu kao i sve ostale duzine iz S’. Dakle, sve duZine u
skupu S imaju jednaku duljinu.

Ovime je korak indukcije dokazan, pa tvrdnja vrijedi za svaki n € N, tj. u svakom skupu od kona¢no mnogo
duzina u ravnini, sve su duzine jednake duljine.
Gdje je greska u ovom dokazu?

Zadatak 14.

Za kraj vam umjesto "klasi¢nog" zadatka dajemo otvoreni problem za razmisljanje i istrazivanje. U dosadasnjim
online predavanjima napravljen je velik broj dokaza, $to u postavljenim zadatcima, $to dokaza teorema i raznih
drugih tvrdnji. PokuSajte u tim dokazima naci dokaze koji se temelje na kontradikciji i dokaze ekvivalencija i
u svakom dokazu odredite to su pretpostavke dokaza, Sto dokazna tvrdnja i kako je to¢no dokazana. Za one
koji su voljni malo viSe istrazivati, uz pomo¢ literature i Interneta pronadite jo§ neke sli¢ne primjere dokaza
poznatih tvrdnji u matematici i analizirajte ih na gore opisani nacin.
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